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INTERVENTO - LINEE DI RIFLESSIONE

= |La proposta di percorso si contestualizza nel quadro epistemologico
del costruttivismo e, in particolare, la teoria cognitiva che viene
presa in esame e quella dello sviluppo della conoscenza attraverso
la costruzione di modelii.

= || percorso in particolare affronta la tematica del caos
deterministico, mettendo in risalto sia la estrema sensibilita delle
condizioni iniziali che caratterizza i sistemi caotici sia le connessioni
della tematica del caos deterministico con il concetto di casualita.

» L'approccio pedagogico che si vorrebbe utilizzare per l'intera
sequenza didattica si pone l'obiettivo di mettere a confronto
semplici fenomeni meccanici deterministici che presentano da una
parte una evoluzione prevedibile, menire dall’alira rivelano, sotto
alcune condizioni, una evoluzione imprevedibile.




Alcune domande diricerca alla base
della progettazione del percorso:

= Quali sono i modelli spontanei degli allievi inerenti
I'interpretazione di semplici fenomeni fisici che mostrano
un comportamento caotico?

= Puo I'ambiente didattico predisposto favorire negli
allievi la comprensione delle relazioni tra determinismo
e caos in fisica/matematica?

= |n che modo l'uso delle nuove tecnologie puo favorire
I'inserimento nel curriculum della scuola secondaria
superiore di un percorso sul caos deterministico?



Scopi della progettazione

=» Comprendere se la tematica della teoria del caos, cioe
la limitata predicibilita dei sistemi pur governati da leggi
deterministiche, possa essere compreso da studenti del
triennio delle superiori

= |ntrodurre moduli d’'insegnamento che affrontano lo
sviluppo nei sistemi non lineari di una struttura
complessa in maniera auto-organizzante




La didattica dei modelli matematici (1)

» Con il termine modellazione si infende l'insieme dei
processi e dei metodi utilizzati dai matematici/fisici per
costruire ed utilizzare i modelli al fine di correlare e
accordare le affermazioni teoriche con la realta dei
fenomeni.

» Le aftivita didattiche mirate alla modellazione
sviluppano percorsi di apprendimento che hanno le
caratteristiche tipiche dell'indagine scientifica:
esplorazione, sintesi, previsione.




La didattica dei modelli matematici (2)

» |'apprendimento basato sulla modellazione condivide la
prospettiva delle teorie costruttiviste dell’apprendimento (von
Glasersfeld, 1994; Harel e Papert, 1991): si assume che colui
che apprende costruisca modelli mentali di fenomeni in
risposta a particolari compiti di apprendimento, generando

revisioni e spiegazioni, analogamente a quanto si osserva
nella comunita scientifica in cui si sviluppano e testano
ipotesi (Clement et al, 1989).

= Sia modelli scientifici che i modelli mentali svolgono la
funzione di interpretare e prevedere I'evoluzione dei
fenomeni, ma eventuali discrepanze tra andamenti attesi ed
andamenti osservati vengono utilizzati (dalla comunita degli
scienziati in un caso, dall'individuo nell’aliro) per modificare
le conoscenze sul mondo.




La didattica dei modelli matematici (3)

= |'avvicinamento tra conoscenze individuali e
conoscenza scientifica puo essere realizzato operando
a livello di modelli, cioe, aftraverso un progressivo
avvicinamento del modello scientifico e del modello
mentale (relativo all’ambito di contenuti d’interesse).

= Per far in modo che possa emergere un'immagine
realistica della scienza, a tutti i livelli di formazione, e
opportuno privilegiare percorsi didattici in cui il processo
di costruzione di modelli sia alternato e integrato con
procedure di tipo sperimentale.




Modelli matematici e modelli computazionali

= Ormai da anni si € affermato I'vtilizzo di ambienti didattici basati sull’'uso di
strumenti informatici e computazionali. Tali strumenti sono utilizzati al fine di
offrire un supporto per le aftivita di esplorazione, sperimentazione e
modellizzazione con indubitabili vantaggi:

» permettere la visualizzazione della struttura, dei processi d’'interazione e
ell’evoluzione dei modelli;

evidenziare modelli che rendano la fisica/matematica piu accessibile;

= alleggerire il peso delle difficolta legate alla matematica; modelli di sistemi
complessi possono essere resi maggiormente comprensibili se vengono
elaborati senza fare ricorso al formalismo del calcolo;

» focalizzare il ragionamento qualitativo con i modelli facilitando (e
motivando) il passaggio ad interpretazioni quantitative.




Perché parlare di sistemi caotici (1)

= L'immagine dell’'universo consegnateci dalla fisica classica, cosi
come proposta da Galilei e Newton, descrive gli eventi della
natura come analoghi a quelli di un perfetto orologio che aveva
solo bisogno, pensava Newton, di essere ricaricato di tanto in tanto
a Dio o che, come riteneva Leibniz, andava avanti da solo in
moto perpetuo. In ogni caso una macchina caratterizzata dalla
immutabile precisione e dalla massima prevedibilita.

=» |'ideale conoscitivo che sta alla base della meccanica classica e
conirassegnato da alcuni caratteri che si riassumono in alcune
parole chiave utilizzate dagli storici della fisica (M. Cini, 1994; F. T.
Arecchi, 1986): meccanicismo, riduzionismo e determinismo.




Perché parlare di sistemi caotici (2)

= La maggior parte dei fenomeni naturali tuttavia non mosirano
comportamenti regolari e prevedibili, ma sviluppano proprieta
caotiche ed aleatorie che ne rendono intrinsecamente imprevedibile il
comportamento dopo intervalli di tempo relativamente brevi

- esempio, anche se il moto dell’'atmosfera segue le leggi della fisica
classica al pari del moto dei pianeti, le previsioni del tempo vengono
ancora espresse in termini probabilistici e la probabilita che si rivelino
errate e tanto maggiore quanto piu lontano e il giorno a cui esse si
riferiscono). Dunque, le mutazioni meteorologiche, le devastazioni di un
terremoto, la caduta di una meteorite, il flusso di un ruscello in
montagnaq, il rotolamento di un dado sono accomunati dall’avere
aspetti non prevedibili).




Perché parlare di sistemi caotici (3)

= |n questi fenomeni non vi € una chiara relazione tra causa ed effetto,
sembra quasi che in essi vi siano elementi casuali. Per questi sistemi
non e possibile fare delle previsioni certe sul loro andamento futuro

= Da un punto di vista matematico, una caratteristica comune a molti di
questi sistemi € che la loro evoluzione temporale & descritta da
equazioni differenziali non lineari

» Per questi sistemi, le variabili dinamiche che descrivono le proprieta
del sistema (per esempio, posizione, velocita, accelerazione,
pressione, ecc ...) compaiono in equazioni in forma non lineare.




Perche parlare di sistemi caotici (4)

» Tali sistemi presentano una critica dipendenza da

variazioni, anche piccole, delle condizioni iniziali, che
rende I'evoluzione temporale del sistema totalmente
imprevedibile (fumo sigarettq, flusso dell’acqua nell’'alveo
i un fiume...).

= Cambio di rotta con Poincaré (moto di tre corpi che
interagiscono tra loro atiraverso la forza di gravita) Volterra
(1931 - studi sulla dinamica delle popolazioni), Van der Pol
(1927) e Androv (studi sui circuiti eletironici con
componenti non lineari) e coni lavori degli astronomi
Hénon e con il meteorologo Lorenz



Risultati attesi da parte degli studenti (1)

» Recepire la definizione di sistema dinamico.

» Seguire il percorso storico che ha portato Lorenz alla
descrizione del suo modello.

» Familiarizzare con il concetto di punto di equilibrio di un
sistema.

» Cogliere alcuni aspetti caratteristici della teoria della
stabilita.



Risultati attesi da parte degli studenti (2)

» Cogliere le caratteristiche di un “atirattore caotico”:

= esso e un attrattore, cioé una regione finita dello spazio
delle fasi che atirae asintoticamente tutte le traiettorie
contenute nel bacino di attrazione.

= | a proprieta che rende I'attrattore strano e la sensibile
dipendenza dalle condizioni iniziali; cioe, malgrado la
conirazione del volume, le lunghezze non si contraggono
in tutte le direzioni, e punti arbitrariamente vicini
inizialmente, diventano macroscopicamente separati
sull’attrattiore dopo tempi sufficientemente lunghi.




Risultati attesi dagli studenti (3)

= Familiarizzare con la simbologia e la terminologia delle equazioni
differenziali.

= Familiarizzare con la simbologia e la terminologia del calcolo
matriciale.

Avere una visione piu critica sulla possibilita di predire I'evoluzione
del sistema.

= Riconoscere analogie con casi di studio gia affrontati.

» Acquisire una certa dimestichezza nell’'uso dei software di calcolo
numerico (Matlab/Octave o altri SW).



Come affrontare il percorso sull’atiratiore
di Lorenz nella proposta qui presentata?

» Gli allievi devono possedere
» alcuni prerequisiti di tipo matematico e

= aliri prerequisiti di tipo informatico

» Crediamo che il passo da compiere per
raggiungere questi prerequisiti sia comunque alla
portata degli allievi delle superiori




Prerequisiti matematici




CAPITOLO

2 SISTEMI LINEARI

DNE NON BASTA

In un supermercato ™9 axt
flaconi da 1 L e un po’ in ricariche da 2 L. Questa informazione & suffi-
ciente per dire quanti sono i flaconi e quante le ricariche? No: I'equazione
corrispondente, x + 2y = 100, dove x ¢ il numero dei flaconi e y quello
delle ricariche, & soddisfatta da diverse coppie: x=80 e y=10, x=70
e y=15, ... Affinché il problema abbia una sola soluzione, dobbiamo
aggiungere un’informazione che fornisca una seconda equazione.

*» Quanti sono i flaconi? E le ricariche?

= la risposta a pagina 665

1. Sistemi di equazioni

I EQUAZIONI LINEARI IN DUE INCOGNITE
—> Esercizi a pagina 680

Un’equazione nelle incognite x e y del tipo ax + by = ¢ & un’equazione di primo
grado sia rispetto a x sia rispetto a y. Diciamo anche che & un’equazione lineare in
due incognite. Le sue soluzioni sono tutte le coppie ordinate di valori, il primo da
attribuire a x, il secondo a y, che verificano I'equazione.

= Nell'equazione lineare 2x — 3y = 15, la coppia (9; 1) & soluzione dell'equazio
ne perché: 2:9 -3-1=15.
YOO

Invece, la coppia (0; 5) non é soluzione perché: 2-0 - 3-5 # 15.

L’equazione ax + by = ¢, con b # 0, & I'espressione analitica di una funzione lineare
che pud essere scritta nella forma y = mx + q esplicitando y.

Abbiamo gia visto che 'equazione y = mx + q € rappresentata nel piano cartesiano
da una retta, con coefficiente angolare m e ordinata all’origine g.

Le soluzioni dell’equazione sono associate ai punti di una retta, quindi sono infinite.

Data I'equazione x + 2y = 6, le sue soluzioni sono rappresentate graficamente

dai punti della retta di equazione:

;xll

x|-2 0 4 6

2EY=6 = = y| 431 0

Le coppie (—2; 4), (0; 3), ... sono le infinite soluzioni dell’'equazione.
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Scarica GUARDA!
e inquadrami per accedere
alle risorse digitali

ESPLORA
CON GEOGEBRA

Equazioni lineari in due
incognite

Considera 'equazione
lineare in due incognite

3x y - 2. Determina alcune
coppiée tra le sue soluzioni

e rappresentale nel pano
cartesiano. Verifica che il
grafico della funzione & una
retta.
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5. Metodo di Cramer

principio di riduzione, moltiplichiamo entrambi i membri della prima equazione Q
per 2, in modo da avere nelle due equazioni coefficienti opposti perla y.
2[3x+4y=-1 =— video
x Y . 6x 4 8y ol 4 Sommiamo le equazioni !
4x - 8y=7 4x 8y= 7 ._# membroamembro
= RS ni 3
10x =5 . X=70 "2
Sostituiamo x in una delle equazioni iniziali per trovare y:
1 5 Metodo di riduzione
4 8y:7 . 8y:7 2 = 8y:5 - y= . Come s nisolve con il metodo
2 8 di riduzione i seguente
1 5 sistema?
La soluzione del sistema & ( 338 ) It.x 9y -1
= Sxiéy- 8

Vediamo con un esempio come i sistemi lineari venivano usati dai matematici del
Settecento per risolvere i problemi.

A problem from the past EXAMPLE VL
A Gentleman  difiributing Mowey among fome

Colin Maclaurin (1698-1746) fu un matematico scozzese. Nel 1748 poor Pesple, found be wanied 10s. 1o be able to
fu pubb_licato»po'smmo A 'l'rea_lis‘e of A.Igiebm._un'op.em'suddivisn in z‘ ;:, ‘: :“: A:‘:{'l;q 5' :'(‘g l::‘ 45 enly,
tre parti che si occupa anche di sistemi lineari. Nel capitolo 11 della of Shillings and goor Pesple 7

prima parte troviamo alcuni problemi: qui proponiamo il sesto, sia Call the Number of the Poor x, and the

in lingua originale sia tradotto, insieme alla risoluzione. Number of Shilliogs ys then,

=5+1
by Sopp {570
Un gentiluomo che distribuisce denaro ad alcune m
persone povere nota che gli mancano 10 scellini per y=ixds
essere in grado di darne 5 a ciascuno; quindi ne da sr—io=4s+5
s0lo 4 a testa e scopre che gliene restano 5. Trova Ny T
il numero delle persone povere e quello degli scellini. F=grts5=65

Maclaurin dice di indicare con x il numero delle persone povere e con y quello degli scellini.

11 problema si traduce nel sistema
5x=y+10
=y 5

L vantaggi e gli

. Metodo di Cramer

=> Esercizi a pagina 694
0 ora un ultimo metodo che di un’espressione esplicita dell’eventuale
atema ed & quindi molto utile nella risoluzione dei sistemi letterali.

Mediante il principi0® possiamo dimostrare il seguente te

TEORIA

5 1
® Nella matrice l : 4]. 5 e 4 sono gli elementi della diagonale principale, —3
e 1 sono quelli della diagonale secondaria.

Il determinante di una matrice con due righe e due colonne & il numero che si
ottiene come differenza fra il prodotto degli elementi della diagonale principale e il
prodotto di quelli della diagonale secondaria.

by

s dn 3 ay
Lo indichiamo con
a

5
=27-3:5=14-15=-1
7

ax+by=c

axtby=c

In un sistemna . chiamiamo determinante del sis{™™

a b
a b

D= =ab” — a'p.

Consideriamo inolire i determinanti D, e [, ottenuti rispettivamente sostituend
la colonna dei termini noti alla colonna dei coefficienti di x e a quella dei coefficienti

_la ¢«
;_ﬂ. .

—ac’ —a'c.

Utilizzando questi determinanti, riscriviamo il teorema precedente.

con &, b, a’, b’ non tutti nulli e considerati i determinanti D, D, e D

5. Metodo di Cramer

MATHS IN ENGLISH

The determinant of 2 2 x 2
matrix is the difference of
the product of the numbers
an the first diagonal [top left
to bottom right] minus the
product of the numbers on
the second diagonal.

I |
k ATTIVITA
INTERATTIVA

Determinante di una matrice
di ordine 2

i

D
e se DD +# 0, il sistema & determinato e la soluzione & la coppia (x; ), con x = % 7:_131;

e se D=0e D, #0oppure D=0e D 50, il sistema & impossibile;
e se D=0¢ D,=0e D,=0,il sistema ¢ indeterminato.

* Rizolviamo i sistemi con il metodo di Cramer:

Sx+3y=1 Tx—y=>5 Jx+ 6y =10
lzcty=a’ “Nax-3p=15 x+2y=3
S5ct+3y=1 5 3
2cty=4 -U—‘z ]|—5-1 2:3=-1#0
il sistema & determinato.

Bergamini et al. 2023
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Metodo di Cramer

Come si risolvono | seguenti
sistemi con il metodo di
Cramer?

x| &y 1
] 213y 9

o oy-3
b.
Bx 3y 1

Ax18y-3
|

dx by _:

669
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CAPITOLO 12,

5. Matrici e determinanti
B MATRICI

Esaminiamo in generale il concetto di matrice.

—> Esercizi a pagina 708

Indichiamo una matrice con una lettera maiuscola e racchindiamo gli elementi che
la costituiscono fra parentesi quadre.

Una matrice & dunque un quadro di elementi ordinati.

Un generico elemento di una matrice pud essere indicato con una lettera minuscola
con due indici, per esempio g, in cui il primo indice indica la riga e il secondo la
colonna a cui appartiene 'elemento.

® Nella matrice A a fianco, abbiamo: 1Yk
A=|3 5 4
an=4 ap=7; au=6 ay=3% ap=§ 9 2 6

Due matrici sono dello stesso tipo se hanno lo stesso numero di righe e lo stesso
numero di colonne.

Una matrice s * n & rettangolare se m +# n, é quadrata se m = n, cioé se ha tante
righe quante sono le colonne. Una matrice quadrata n x n & anche detta matrice di
ordine n.

In una matrice quadrata A di ordine n, la diagonale che va dall'elemento ay; all’e
lemento g, & la diagonale principale, quella che va da a, ad a;, ¢ la diagonale
secondaria.

Il DETERMINANTI =3 Esercizi a pagina 708

11 determinante & un rumero che si pud associare soltanto a una matrice quadrata.
Si pud definire il determinante di una matrice quadrata di ordine n qualsiasi, ma in
questo libro ci limitiamo ai determinanti di matrici di ordine 2 e 3.

Abbiamo gia considerato il modo di associare a una matrice il suo determinante nel
caso di matrici quadrate di ordine 2.

a3z bz

‘41
1 9

|:4-9 2-1=34 [T % _oh e,

Esaminiamo ora i determinanti di matrici di ordine 3.

Determinante di matrice quadrata di ordine 3
ay -IJ| |
ay by 3| = aybacs+ bycsas + azby — azbag

bycaa, — czazlby

a; by o

672

3
L L1
tre colonne

Q‘_ Determinante nulla

7. Sistemi di tre equazioni in tre incognite

2:1-2=9

21
5 0(=1-52420:041-1-3-0-51-3-0-1
3 2

]
= = =

%pe%so per il calcg fliesti determinanti si utilizza la regola di Sarrus che mo

1 21

Calcoliamo il determinante dell’esempio precedente,|1 5 0, con la regola di Sarrus.
0 3 2

matrice
2x3

Ricopiamo a destra le prime due colonne e applichiamo la definizione calcolando i prodotti sulle diagonali,

come nella figura seguente.

RN I 1
AT Y
1 \5‘::0“.,1‘-.5 1.~
VR W) ) ) @1
calcoliamo l J' 1 alla somma dei primi tre prodotti sottraiamo
i prodotti X i la somma degli ultimi tre
prodotti LU LN h
am (o) (3, Loy + [+10+0+3]-[0+0+4]=%

eterminante & 9.

diagonale
I principale
\_\ ,f . .

In tre Incognl e = Esercizi a pagina 710
\.‘ ATTIVITA
Molte delle considerazioni svolte per i sistemi di due equazioni in due incognite INTERATTIVA

L possono essere estese ai sistemi di tre equazioni in tre incognite. Sistemi i tre equasion i tre

diagonale £ soluzioni di un sistema di questo ti S50M0 essere scritte come ordinate  incognite

1o Le sol d I di questo tipo po it terne ordinat
secondaria

dei numeri che sono soluzioni di tutte le equazioni del sistema. Mel Prava tu, escreiz sia su

Risoluzione per sostituzione, confronto, riduzione

Per la risoluzione, possiamo applicare i metodi di sostituzione, confronto o riduzione,
utilizzandoli come nei sistemi di due equazioni in due incognite.

Esaminiamo un esempio.

* Risolviamo il seguente sistema.
Sx+dy—z=12
—3x+3y+2z=7
x+y—z==1

Ricaviamo x nella terza equazione:

xty—z=—1-—-x=—=y+z—

Sostituiamo nella prima e nella seconda equazione.

5(—y+z—1)+4y =z=2
(—y+z-N)+Iy+22=7

Bergamlnl et al. 2023 673

5p+5z—5+4y—z=12
Jy-3z434+3y+22=7

y+a4z=7
by—z=4



CAPITOLO 17

VETTORI, MATRICI,
DETERMINANTI

Navigare su piani inclinati

A Hlblag, in Polonia, si organizzano strane crociere. Tutto & nato

TEORIA

vagoni speciali. D'ata'rponptanndnandﬂuagnmvetmb
pit usati per il trasporto delle merci, ma continuano a essere una
risorsa come attrazione tunistica, in quanto in questa particolare
navigazione, oltre ai meccanismi che permettono gli spostamenti

Dai sistemi lineari T T e
alle matrici

piani inclinati?
= La risposta a pag. 1045

o Vettori nel piano

Grandezze scalari e grandezze vettoriali

Per descrivere le grandezze scalari ¢ sufficiente un numero che esprima la loro mi R
sura rispetto a un’unita prefissata. Per esempio, sono grandezze scalari la lunghezza,

Iarea, il volume e il tempo. Scalar quantities have only
magnitude (size), so they are

Invece, le grandezze vettoriali sono rappresentate da un numero, una direzione e 3
fully described by a numer-

un verso, elementi caratteristici dei vettori. il valisa.
- e - 1 ol e Vector quantities have both
Per esempio, sono grandezze vettoriali lo spostamento e la velocita. magnitude and direction.

Vettori
Come abbiamo visto nel capitolo 16, un vettore ¥ & caratterizzato da:

¢ modulo v, che & la misura della lunghezza del segmento orientato che lo rap
presenta rispetto a un’unita prefissata (spesso in

fisica si indica il modulo anche con ¥ |); —a
e direzione della retta a cui appartiene il segmento; v
e verso, uno dei due con cui & orientabile la retta. = Scarica GUARDA!
SR : 2
Chiamiamo versore del vettore v un vettore di mo 5 :s::‘?zdr::.‘%nm e
dulo unitario con la stessa direzione e verso di v. versoredi ¥ del capitolo

Bergamini et al. 2020 1041



TEORIA

CAPITOLO 17 | VETTORI, MATRICI, DETERMINANTI

T Ricordiamo che:

. « un vettore nullo & un vettore con estremi coincidenti, quindi & rappresentato

e avente lo stesso
modulo e la stessa direzione di v, ma verso opposto rispetto a v

Indichiamo con V I'insieme dei vettori del piano.

P Operazioni con i vettori
Addizione

Dati due vettori d e ¥, per ottenere il loro vettore somma § = 1 + v, rap
tiamo « e ¥ con i segmenti consecutivi AB e BC.

# Seivettori ¥ e v hanno la stessa direzione e lo
g0 |l vettore somma s

N = —
zione e SLessi vers vatlo uguale alla u v
somma dei moduli: A B <

s=utwv. T=T+V

# Seivettori 4 e v hanno la stessa direzione ma T i

—y
verso opposto, il vettore somma s ha stessa dire
: . = - =
zione di 4 e v, verso ugnale a quello del vettore u, v
con modulo maggiore e modulo uguale alla diffe A c B
renza tra il modulo maggiore e il modulo minore: ST

S=uU—V¥ S UV

# Seivettori i e v hanno direzioni diverse, il vet y
tore somma § & rappresentato dal segmento AC u
che ha lunghezza e direzione del terzo lato del c
triangolo individuato dai vettori d e v, quindi: =TV 7
v
s<utw A T &
E equivalente considerare il vettore somma 3 —
come la diagonale AC del parallelogramma de v /
terminato da sev, considerati entrambi b
con primo estremo in A (regola del parallelo = c
gramma). Susv
A o B
Riassumendo, possiamo dare la seguente definizione.
DEFINIZIONE
Il vettore somma s di due vettori il e v T —~
& il vettore che si ottiene rappresentan- — T~
do consecutivamente i vettori dati e &
# Disegna due vettori che ha come primo estremo il primo Ty
il Th;i”;:hm estremo di i e come a'acondn estremo ATE
. il secondo estremo di v.

11 vettore somma $ si chiama anche risultante.

1042
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CAPITOLO 17 | VETTORI, MATRICI, DETERMINANTI

Vettori paralleli e vettori perpendicolari

Consideriamo i vettori d(ay ay) e b(bgby).
Poiché due vettori sono paralleli se giacciono su rette parallele, e il coefficiente
angolare della retta su cui giace un vettore  dato dal rapporto tra la componente
¥ e la componente x del vettore, allora la condizione di parallelismo per d e b &
. a b a a
G4 b - L=A = _k
ax by b~ by
ovvero due vettori sono paralleli se e solo se sono uguali i rapporti tra le loro com
ponenti cartesiane.
Se poniamo uguale a k ognuno dei due rapporti, otteniamo:

a;=kb. e a,=kb,;

d(kbikb,) - @=Kkb.
>| EsemPiO
a(— 3 4)e b(l: %:] sono paralleli, perché:
Ar o3 5 S 4
b, 1 3; b, =1 3.
= - 3

> alE; e bl 21) .
sono vettori paralleli? a;=—3b;ea,=3b, quindi: a = 3b.

Come abbiamo visto, due vettori @ e b sono perpendicolari se e solo se il loro
prodotto scalare & nullo, quindi:

LB < @b=0 - apb +ab,=0.

ESEMPIO
d(2; — 6) e b(3;1) sono perpendicolari, perché:

e Matrici

6 0 1 & Per rappresentare un qualunque insieme di numeri, ordinato cg
1 5 7 0 si utilizza un quadro composto da righe e da colonne, delingg
stra da due parentesi quadre.

0 a destra e a sini

ice m » n la tabella che li ordina in m

An m = n matrix is a rect- righe e n colonne.

angular array of numbers

with m rows and r columns. R - 2 - = . .

Each number is called an Gli m % n numeri presenti nella matrice sono gli elementi della matrice.

entry of the matrix. Se il numero delle righe & diverso da quello delle colonne, la matrice & rettangola

re, altrimenti é quadrata.
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#diagunale principale DEFINIZIONE
annasg 8n a, L'ordine di una matrice quadrata & il numero delle sue righe (o delle sue co
S n
- lonne).

La diagonale principale ¢ formata da tutti gli elementi che si trovano sulla diago
nale di estremi @y € @y, nella figura & evidenziata in rosso. Di conseguenza, tali
elementi hanno i due indici uguali fra loro (a,, axn, @z, ...).

La diagonale secondaria & formata da tutti gli elementi che si trovano sulla diago
nale di estremi a,; € @, nella figura & evidenziata in giallo.

A
diagonale secondaria

S e ) » | ESEMPIO )
della dag;"ah T Nella matrice a fianco, di ordine 3: @ 6 8
& quelli della diagonale gli elementi della diagonale principale sono 5, 0, 3; 2 @1
R gli elementi della diagonale secondaria sono 2, 0, 8. 2-4 (3
2 0 1
3 4 1
15 D DEFINIZIONE
Una matrice quadrata é una matrice diagonale quando tutti i suoi elementi
sono nulli tranne quelli della diagonale principale.
» || ESEMPIO
4 0 0
0 —3 0|&una matrice diagonale di ordine 3.
0 0 7
MATEMATICA DEFINIZIONE
e —] Una matrice diagonale & una matrice identica (o matrice uniti) quando gli
* Il ranking di Google = = P . "
Bl elementi della diagonale principale sono tutti ugualia 1.
Sargaey Brin e Larry Page,

Google & il motore di La matrice identica di ordine n si indica con [,
ricerca pitl ulilizzzto al

mondo. Soddisfa milioni »
di richieste al giomo e
carca informazioni in un
database di oltre olto
miliardi di pagine we

0| & una matrice identica di ordine 3.

o Operazioni con le matrici

P Addizione e sottrazione di due matrici
=% Esercizi a p. 1073

» | ESEMPIO
e 1 4 1 3 1-1 4+3] Jo 7
2 o 3 -3 — —
[5 7||[21|_ 2 30+| 4 z|=|-2+4 342|=|2 s
6 5 501 6-5 —541] [1-4
1050'

Non & possibile, invece, sommare due matrici che non siano dello stesso tipo.
Per esempio non si pud eseguire la seguente addizione:

I 1 3 zl |
1 0 4
Poiché il risultato di un’addizione fra matrici dello stesso tipo & ancora una matrice
dello stesso tipo, 'addizione € un’operazione interna nell'insieme delle matrici

dello stesso tipo.

L’addizione fra matrici gode delle proprictd commutativa e associativa e ammette
come elemento neutro la matrice nulla dello stesso tipo.

41]
2 -3f

DEFINIZIONE
La differenza di due matrici dello stesso tipo & la somma della prima matrice
con l'opposta della seconda.

» ] ESEMPIO
1 4 1 3 1 4 1 -3 2 1
z 3 4 2|1=|-2 3N 4 -2|1=|-6 1
6 5 5 1 6 5 5 ~1 11 —&

P Prodotto di una matrice per un numero reale
= Esercizi a p. 1073

DEFINIZIONE
11 prodotto di nna matrice per un numero reale k & una matrice i cui elementi
sono quelli corrispondenti della matrice iniziale moltiplicati per k.

» | ESEMPIO
5] 2 UI_I 6 3 u‘
s 4 -3 |-15 12 -9

P Prodotto di matrici < Esercizi a p. 1074

DEFINIZIONE
11 prodotto scalare di una matrice riga 1 x n per d
una matrice colonna n x 1 & il numero ottenuto l[a b clofe]l=
sommando fra loro i prodotti degli elementi cor- f
rispondenti.
L a-dt+b-etcf
» || ESEMPIO
Calcoliamo il prodotto scalare:
3
[z o 1| 4|=23+0-4+1-(-2) =4,
2

Se la matrice riga e la matrice colonna hanno un numero diverso di elementi, non
¢ possibile calcolare il prodotto scalare.

Bergamini et al. 2020

k‘ Animazione
nell'eBook

Nell'animazione i sono la
risoluzioni dei tre esercizi
relativi alla somma e alla
differenza di due matrici e al
prodotto di una matrice per
Ui NUIMEre.

» Calcola

5 27 [0 1
3 ||32'

* Calcola

1[6 4
2|3 ﬂl'

N_ Animazione
nill'eBook

‘ 1051
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» | ESEMPIO
1 1 0
A=]|3 eB= I sono divisori dello zero.
106 1 0

) 00
Infatti A-B = l l
g 0

Non vale la legge di cancellazione, ossia pud essere A-B = A -, ma allo stesso

tempo B # C.
» | ESEMPIO
1 -2 4 & ] 4 )
PR T O S PR s

Vettori e matrici

Se esprimiamo i vettori mediante le loro componenti cartesiane, possiamo asso
ciarli a matrici riga o a matrici colonna. Le operazioni fra i vettori trovano corri
spondenza con quelle fra le matrici associate.

» || ESEMPIO
a(7;2) e b(— 1;1) sono associati alle matriciriga [7 2Z]e|-1 1].

Abbiamo le seguenti corrispondenze fra operazioni.
Operazioni fra i vettori
Fb=1(7

Operazioni fra le matrici corrispondenti
L2+ =(63) [I7 2]+]1-1 1]=[7-1 2+1]=[6 3]

=1

N=(81) |[7 2]-[-1 1]=[7+1 2-1]=[8 1]

a-b=(74+1;2
3

d=(3-7;3-2)=(21;6) |37 2]=[3-7 3-2]=[21 &

Considerata la traspostadi [ 1 1]:

1
]=?-( I)42.1=-5.

dab=7(-142-1=-5

7 2]-

sottolineare la corrispondenza che abbiamd e e, le matrici riga e le
matrici colonna sono anche dette rispettivamente vettori rigTWgktori colonna.

9 Determinanti

A ogni matrice quadrata viene associato un numero reale, detto determiy
della matrice. Per indicare il determinante scriviamo «det» davanti alla g
oppure gli elementi della matrice fra due linee verticali.

Ty Ay - Ay Gy oo Oy

Prendiamo in esame i determinanti delle matrici del primo, secondo e terzo ordine.

Determinanti

DEFINIZIONE
11 determinante di una matrice del primo ordine & uguale al numero stesso
che compare nella matrice.

detla] = a

» | ESEMPIO
det|— 14] = 14.

DEFINIZIONE

11 determinante di una matrice del secondo ordine & uguale alla differenza
fra il prodotto dei due elementi della diagonale principale e il prodotto dei due
elementi della diagonale secondaria.

a b
d—a-d b-c
» ]| ESEMPIO
53] |-53
deLI 1?I-_ 1 7|=—57 3 (—-1)=-32

Determinante di una matrice di ordine 3

Per calcolare il determinante di una matrice di ordine 3 illustriamo un procedi
mento che riconduce il calcolo ai determinanti di ordine 2.

Si pud utilizzare lo stesso procedimento anche per il calcolo dei determinanti di
matrici di ordine maggiore di 3.

Consideriamo una matrice A di ordine 3 e analizziamo gli elementi della prima
riga. | termini ay; e @;35ono detti di classe pari perché la somma dei loro indici
& un numero pari, mentre @; € detto di classe dispari perché la somma dei suoi
indici & un numero dispari.

DEFINIZIONE
Data una matrice A, un elemento aj ¢ di classe pari (dispari) se i + j & un
numero pari (dispari).

Complemento algebrico

Nella matrice A scegliamo un elemento di classe pari, per esempio ay, e soppri
miamo la riga e la colonna cui appartiene I'elemento scelto.

Otteniamo in questo modo una nuova matrice di ordine 2, di cui calcoliamo il
determinante, che facciamo precedere dal segno +:

T
dy dx
3 4x an Ay =+ .
Azy dsy
31 d32 d33

Ay & detto complemento algebrico diay,.

Ripetiamo il procedimento per un elemento di classe dispari, per esempio a. In
corrispondenza dell'elemento, sopprimiamo la prima riga e la seconda colonna.

Bergamini et al. 2020

'R"

Listen to it

PARAGRAFO 5

matrix s the difference
between the products of the
two diagonals of the matrix.

* Calcola

20
dﬂt[35'

apy
azy
ayy

apz
dx
ay:

s
3
L
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Le matrici nelle
tfrasformazioni
efriche

Trasformazioni geometriche

Le affinita possono essere studiate mediante le matrici.
Sappiamo che le affinita hanno equazioni:

X =axtbhytq
; conajb, — a by # 0.
=ax+ byt (52500

Queste equazioni posso sando le matrici:

. 4 a, by |x] |a
= i
y ay b y 2
$ $ $ H
X = .A X + B, condet A#0.
a b, B . 5 23
A= & detta matrice associata all’affinita.
az bz
ESEMPIO S
T Jx =—y+ 1
Le equazioni: I}" —sayes
y . ) x| |0 —1]|x] 1
si possono scrivere cosi: 1= |
y 1 1| |y 3

Poiché det A # 0, allora esiste sempre la matrice inversa A~ "
Moltiplicando a sinistra per A~" entrambi i membri dell’equazione, otteniamo:
A~'X'= A-Y(AX + B).

Applichiamo la proprieta distributiva della moltiplicazione di matrici rispetto
all'addizione:

ATIX'= A'AX + A7 'B.
Essendo A~' A = [ (la matrice identitd) e IX = X scriviamo:
A7X'=X+A'B - X=A"X"-A7'B.
Abbiamo cosi determinato I'equazione della trasformazione inversa.
> | ESEMPIO

P 4 % . fxE=2x—-1 = 4 X
Data I'affinita di equazmmjl Fi g troviamo la trasformazione inver
sa in forma matriciale: g

i _[ 2 0 1]
1711 of

2 0
Essendo detA = 2 # 0, esiste la matrice inversadi A = I I

Bergamini et al. 2020

x

y

X

)

e matriCi =» Esercizi a p. 1166

ioni geometriche e matrici | PARAGRAFO 10

» Scrivi in forma matri-

ciale le equazioni:

a. di una traslazione di
vettore v{a; b);

b. di una rotazione di
centro O, origine degli
-

TEORIA

c. di una simmetria
centrale con centro
Mia: b).

MATEMATICA

E ARTE

» Tassellazioni del
piano La foto mostra un
dettaglio di una deco-
razione dell'Alhambra
(complesso di palazzi

di Granada). Il disegno

& ottenuto applicando

a un elemento (quelio
evidenziato) una serie di
isometrie. Questo proce-
dimento si chiama tassel-
lazione del piano.



Dalle affinita agli

auto

lori

Consideriamo una trasformazione affine che lasci fissa l'origine ¢ la
i matrice sia “diagonalizzata”, abbia ciod uguali a O tutti gli ele-
i che non appartengono alla diagonale principale:

La trasformazione risulta come compc
piano lungo i due assi cartesiani: si raddoppiano le ascisse (“stira-
mento orizzontale™) ¢ quindi si triplicano le ordinate (“stiramento ver-
ticale").

L
Y|

|
v} i .
g 3
19| Do
({05 7 3 x’ 2 x"

| 2

In tale trasformazione 1 unico punto fisso & I'origine, ma gli assix e ¥
rimangono uniti, nel senso che corrispondono a se stessi. Cosl, ai vet-
tori che hanno le direzioni dei due assi corrispondono vettori propor-
zionali.

Ad esempio, al vettore (f; 0) (parallelo all’asse x) corrisponde il vet-
tore (2r; 0) (ancora parallelo all’asse x); al vettore (0; u) (parailelo
all’asse y) corrisponde il vettore (0; 3u) ancora parallelo all’asse y. Le
due direzioni degli assi (I'una di coefficiente angolare m =0, I"alira di
coefficiente angolare indeterminato, che possiamo indicare con = =)
sono degli invarianti per tale affinitd.

In queste W‘{o analizzeremn se esistono ¢ come $i trovano, in una

ualungue azione alfine, I direzioni che rimangono invariate.
Consideriamo & questo scopo, come ullétiore esempio, la trasforma-
zione affine definita dalla seguente matrice:

21

03
I corrispondenti dei vettori unitari sono §(2; 0) e j'(1; 3). Se vi sono
delle direzioni che rimangono invariate nella trasformazione, cid signi-
fica che qualche vettore rimane parallelo a se stesso. Indicando con

v(x; y) tale vettore ¢ con ¥ (x’; ¥) il suo corrispondente, deve cio®
csscre

v'=kwv (per qualche ke Rg)

<.  §
(4, Le direzioni invarianti di una affinita

4. Le divegiont luvari

Unas matrice quadons si dice
diagonalizzata se gli element
che won appartengono alls dia-
gonale pancipale sono tatti nulli

Ogni direzione & identificwn da
an pumero eeale (1 seo
coefficiente angolane m),
cccetiuatn ln direzione dell usse
¥, per la quale il rapposto tra
companente verticale ¢
companente orizzontale &
indefinito,

Tutavie, s sl oumenta
I"inclinuzsone i ana redta in
maoddo che essa s3 avvicini
sempre pia all'asse v, 11 numero
m diventa sempre pils grunde
{in valore nssolato): & comoda
nllorn serivere che la difezione
dell’asse v ha cocfficients
angolore infinito: m =

Com quests scrittura si vuole
Intendere che i1 limite di m,
avvicinandosi Ta netta all*asse v,
& infinito,

Maraschini e Palma 2000 909
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UNITA 21, Mairici ¢ affinith

in cui:
e [é ;J [yj

Deve quindi essere:

21 kx
03 ky
Ciod, sotto t’omuz di sistema lineare:

2x+y = kx = {(2—k)x+y—‘-0
3y=ky {B-By=0

¢, in forma matriciale:

I -
0 3—-k)]ly 0]
Questa equazione matriciale pud essere interpretala come una trasfor-
mazione lineare che fa corrispondere al vettore (x; y) il vettore nullo
(0; 0). Sappiamo che tale trasformazione & invertibile, e quindi biuni-
voca, se ¢ solo se il determinante della matrice & diverso da 0. Percid se
oltre al vettore nullo vi sono altri vettori che verificano tale relazione, il

determinante della matrice deve essere uguale a 0. Impostiamo allora
1'equazione:

a=k- 1

~=0 = R=E)3=k)y=0
0 3—k

L'equazicone, di secondo grado, ha due soluzioni reali: &, =2; ka=3.
_Questi due v glgn rappresentano due coefficienti di proporzionalita,
¢ ciod i due “rapporti di stiraments™ lungo due direzioni privile-
gmc Occoffe ora trovire tali direzioni invariant, Per faf cid, riscri-
viamo e risolviamo il sistema precedente, sostituendo a k prima &, ¢
wi. k;:

con k=k =2:

{%;:%:y’f)':_\y‘:[)perqua}um{m valore di x (direzione m; =0)

conk=ky=3:

=» y = x per qualungue valore di x (direzione my= 1)

3xm2c+y
3y=3y

In conclusione, nella trasformazione vi sono due distinte direzioni che
rimangono invariate:

my =0, lungo la quale avviene uno “stiramento™ di rapporto k, =2

mjy =1, lungo la quale avviene uno “'stiramento” di rapporto k, = 3
Nella figura sono evidenziate in colote le direzioni invarianti, lungo le
quali avvengono i due “stiramenti™: al punto A (1; 0) cornisponde 1l punto
A’(2; 0); al punto B(1; 1) corrisponde il punto B'(3; 3).

910

/

Se K & ln matrice di una tra-
sformazione lineare che lascia
fissa I'orgine, ad un vetore nom
nullo (x y) pud comispoadere

il vettore nulio (0; 0) solo se la
trésformazione non & biunivoca:
questo pud accadere s0lo 5¢
det(K) =0,

I due sistemi a flanco sono
in-deserminati: ognuno di essi
ha infinite soluzioni che,
rappresentate sl piano
cariesiano, sono tutti e soli

| punti di una retta.

Il primo dei due sistemi ha
come soluzioni tutte ke Cof

del tipo (x; 0) e, quindi, i punt
della retta y = 0.

11 secondo dei sistemi ha come
soluzioni tutte le coppic del tipe
(x; x) e, quindi, tattl | punti delle
els v=ux,

Maraschini e Palma 2000



CAPITOLO 16
NUMERI COMPLESSI

Matematic

In origine, la diffidenza dei matematici verso i numeri
immaginarn fu grande. Sebbene utili per il calcolo, non
erano considerati oggetti matematici degni di tale nome.
Solo alla fine del Settecento i numeri complessi vennero
riconosciuti come un vero e proprio insieme numerico.
Alla fine dell'Ottocento arrivo anche la loro prima
applicazione alla realta, quando I'ingegnere americano
Steinmetz (1865-1923) fondo la sua teoria delle comrenti
altemate proprio sui numeri complessi.

Essi sono anche alla base della teoria di Mandelbrot dei
frattali.

Numeri complessi R .

=¥ La risposta a pag. 994

TEORIA

o Numeri complessi TP

Problema:

«Qual é il numero reale x il cui quadrato & uguale a —4%».

11 problema non ammette soluzione, perché non esiste alcun numero reale che
elevato al quadrato fornisca un numero negativo.

Introdurremo ora un nuovo insieme numerico, pitt ampio di R, in cui invece il
problema proposto avra soluzione.

Questo nuovo insieme, che indicheremo con la lettera C, & I'insieme dei numeri
complessi.

Definizione di numero complesso

Chiamiamo numero complesso ogni coppia ordinata (a; b) di numeri reali.

Possiamo anche dire che un numero complesso & un qualsiasi elemento dell'in

sieme R x R.
Scarica GUARDA!
> SRS 9 = 1 e inquadrami per accedere
(2:3), (5; 0), ( =3 V3 ) (0; - ) sono numeri complessi. alla risorse digitali
/ = del capitolo

Bergamini et al. 2020 %85
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CAPITOLO 16 | NUMERI COMPLESSI
P Numeri immaginari

DEFINIZIONE
Chiamiamo numero immaginario ogni numero complesso del tipo (0; ).

L’insieme di questi numeri si chiama insieme dei numeri immaginari e si indica
con L.

Il numero (0; 1) si chiama unitd immaginaria, che indichiamo con il simbolo i.

# |l quadrato dell'unitd immaginaria vale — 1:
(0; 1= 1.
Infatti:
(0 12=(0: 1) (0;1)=(0-0-1-1;0-1+1-0)=(—1;0).
Possiamo anche scrivere i* = — 1.

# Moltiplicando un numero del tipo (b; 0) per I'unitd immaginaria si ottiene il

b;0) - (0;1)=(b-0—-0:-1;b-14+0:-0)=(0; b).
Per esempio: (3; 0) - (0; 1) = (0; 3).

Forma algebrica dei numeri
complessi

Ogni numero complesso (a; b) pud essere scritto come somma dei due g
anplessi (a; 0) e (0; b):

Poiché un numero del tipo (a; 0) & reale e un numero del tipo (0; b) & immaginario,
ogni numero complesso si pud vedere come somma di un numero reale e di un
numere immaginario.

Abbiamo visto inoltre che ogni numero immaginario (0; b) pud essere scritto co
me prodotto del numero reale (b; 0) per I'unitd immaginaria, cioé:
(0 B) = (b5 0) - (05 1).
Un generico numero complesso (a; b) pud allora essere scritto in questo modo:
(a; b) = (a; 0) + (b; 0) - (0; 1).
Indichiamao il reale {a; 0) con a, il reale (b; 0) con b, e poiché (0; 1) = i, sostituendo
nella relazione precedente, scriviamo in altro modo il numero (a; b):

(a; b)=a + bi.

La forma a + bi & detta forma algebrica del numero complesso (a; b).
* Scrivi in forma alge-
brrica i numeri complessi » | ESEMPIO
2:2), (0 34 5)- La forma algebrica del numero complesso (2; 3) 22 + 3i.

Forma algebrica dei numeri complessi | PARAGRAFO 2

Dato il numero complesso z = a + bi, a & la parte reale di z, e la indichiamo con
Re{z), mentre b & la parte immaginaria, e la indichiamo con [m(z).

> ]| ESEMPIO
Nel numero complesso z = 1 + 5i, 1 &la parte reale, 5 & la parte immaginaria:

Re(z)=1, Im{z)=5.

Casi particolari

e —

# Se b =0, il numero complesso a + bi coincide con il numero reale a, quindi ogni
numero reale a pud essere visto come il numero complesso a + 04i.

& Sea =0, il numero complesso a + bi coincide con il numero immaginario bi,

quindi ogni numero immaginario bi pud essere visto come il numero com
plesso 0 + bi.

TEORIA

> ]| ESEMPIO
Il numero reale 5 pud essere visto come il numero complesso 5 + 04
Il numero immaginario 2i pud essere visto come il numero complesso 0+ 24,

L'insieme dei numeri complessi contiene
dunque due sottoinsiemi propri:

e il sottoinsieme R dei numeri reali;

# il sottoinsieme I dei numeri immaginari.
Sono sottoinsiemi propri, in quanto numeri
complessidel tipo a + ib (cona# 0e b #0)
non appartengono néa B néa L.

1l numero 0 & considerato sia un numero reale
sla un numero immaginario.

Il confronto fra numeri complessi

Due numeri complessi sono uguali quando hanno la stessa parte reale e la stessa
parte immaginaria.

Non viene definita una relazione d’ordine che permetta di dire se un numero com
plesso & maggiore o minore di un altro.

P Modulo di un numero complesso < Esercizi a p. 1009

DEFINIZIONE
1l module del numero complesso a + bi & la radice quadrata della somma del
quadrato di a e del quadrato di b. Lo indichiamo con |a + bi |.

la+ bil = Va2t b*.

Listen to it n

The magnitude |a | ib | of
the complex number a 1 ib
is the square root of the sum
of the squares of the real

. 5 . part a and the imaginal
1l modulo di un numere complesso € un numero reale positivo (o nullo). 2 r‘r

|part b
» | ESEMPIO
R — ¥ Calcola il modulo di
la+3il=va2+32=V1e+9=V25=5 Sed 616

Bergamini et al. 2020
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mero complesso | PARAGRAFO 10

0 Rappresentazione geometrica
dei numeri complessi

P Piano di Gauss < Esercizia p. 1017

di un numero complesso
=» Esercizi a p. 1030

Poiché un numero complesso, per definizione, & una coppia ordinata (a; b) di nu
meri reali, fissato su un piano un sistema di assi cartesiani Oxy, & possibile associare
a ogni numero complesso un punto P{a; b) del piano e viceversa.

Un numero complesso pud essere espresso in una terza forma, diversa da quella
algebrica (a + bi) e da quella trigonometrica r(cos « + i sin a).

gsta terza forma, detta esponenziale, viene utilizzata soprattutto per semplifi

care i nelle scienze applicate.
994 1 o
numeri comp
. . Listen to it
guire tutte le operazioni appli .

. / Consideriamo un numero complesso con r = 1. In forma trigonometrica & scritto  we can express the same

; ; 1 ; cos @+ isina. Valela s lazio he non dimostriamo: complex number z in three
Rappresentazione geometrica dei numeri Co C i sin «. Vale la seguente relazione che non d trial oo i i
e™ = cos a+ isina, dove e indica il numero di Nepero. lar form z - a | ib, the polar

Abbiamo cosi creato una corrispondenza
biunivoca fra | numeri complessi e i punti
del piano che permette di rappresentare ge
bt P — (a + bi) ometricamente i numeri complessi.

form by giving the angle a
Osserviamo che due numeri complessi ¢ ed ¢** sono uguali solo se « e B differi and the radius r such that
N o L N z ~r(cosa | isina), and the
scono di multipli interi di 27, ossia se f = @ + 2k exponential form z - re”,
Applicando le proprieta delle potenze, troviamo una corrispondenza formale con ~ where e - cosa | isina.
le operazioni di moltiplicazione, divisione ed elevamento a potenza fra numeri
complessi scritti in forma trigonometrica.

it o® - eila+B)
Moltiplicazione (cosa + isina)- (cos P + isin B) = cos (a + B) + i sin (@ + B).

11 piano in cui si rappresenta C si chiama
piano complesso o piano di Gauss.

In tale piano i punti dell'asse x corrispon

o 7 } dono a numeri reali, i punti dell’asse y cor The paints on the real axis
e a x R - : . . . comespond to real numbers, P B
: asse rea r|spo.ndono a numeri immaginari, gli 31er hich plex pumt - ela—B
punti del piano corrispondono a numeri  with zero imaginary part. B

cosu + isina
cos P+ isinp

complessi. L'asse x & detto asse reale, I'asse y asse immaginario.

= cos(a — B) + isin(z — P).

Divisione

= (eiu)n = '_,:lun]
g Potenza (cosa +isina)® = cosna + isin na.
w
immaginario 4i (punto = In genfra_le. pas_sando aun numero mmp]es_sc_) z= r(mfu t isina), con modulo
numero complesso 5 + 2i (pun - rquals'.lasl‘ poss:almo'scnvere z=r(cosa I':smu) = re™.
to C). * Rappresenta nel La scrittura re™ si chiama forma esponenziale del numero complesso z.

piano di Gauss:
T, 4, 3 vi, 2125 .
® Formule di Eulero

: — : . e Y Ty .~y . ; e — P
Se P rappresenta z = a + bi, abbiamo che: OF = Va* + b ol 3 Consideriamo le uguaglianze e =cosu +isina ed e ™ =cosa —isina.

o Sommiamo membro a membro: e Sottraiamo membro a membro:
' e” = cosu tisina e = cosa +isina
e ™= cosu — isinu e ™ = cosu — isinu
e de™=2cos - e —e¢™=2isink -
PR ] sipa ===
7] i 2i i

Le quattro formule evidenziate sono dette formule di Eulero.

Per @ = x la prima formula & ¢® = cosn + isint =~ 1: e+ 1 =0, dove com
paiono insieme cinque numeri importanti: 1, 0, ¢, @, i.

Bergamini et al. 2020
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CAarITOLO 30

EQUAZIONI
DIFFERENZIALI

Equazioni differenziali

dopo che I'hai tolta dal fuoco, devi sapere che la
velocita di raffreddamento di un corpo &, istante
per istante, proporzionale alla differenza tra la
sua temperatura e la temperatura dell’ambiente.
Quindi, in termini matematici, se T{f) & la funzione
della temperatura T al vanare del tempo t, c'é

una relazione fra T{f) e la sua derivata T°(f). Per
studiare una situazione di questo tipo, & necessario
risolvere un'equazione differenziale.

Quanto tempo bisogna aspettare per toccare
una pinza di metallo inizialmente a 80 "C?

TEORIA

-» La risposta a pag. 2106

Che cos’é un’equazione
differenziale » Esercizia . 2110

Un’equazione che mette in relazione una funzione con le sue derivate & un’equa
zione differenziale.

DEFINIZIONE Listen to it n

Un’equazione differenziale é un'equazione che ha per incognita una funzione U0 NS P
y nella variabile x e che stabilisce una relazione fra x, y e almeno una delle sue A differential equation

- ¢ . 3 3 > z . Moae v v - AN — relates a function with its
derivate ( y', y',...), cioé & un’equazione del tipo F(x; y; ¥5...; y™) = 0. Aiiiia:

> | ESEMPIO
y +y-2x=0ey —4x*+ 1 =0 sono equazioni differenziali.

L’ordine di un’equazione differenziale & I'ordine massimo delle derivate che com
paiono nell’equazione. Per esempio, y” — 2y’ = 3xy & un’equazione differenziale
del terzo ordine, perché la derivata terza di y é I'ordine massimo di derivazione
che compare nell’equazione.

Ognuna delle funzioni che verifica un’equazione differenziale si chiama soluzione m;?aﬂw
o integrale dell’equazione. Il grafico di una soluzione si chiama curva integrale. alle risorse digitali

In generale, le soluzioni di un’equazione differenziale sono infinite. del capitolo

Bergamini et al. 2020 2101




Risoluzlone numenca di equaszioni differenziall Capitolo
‘ A A partirve dal valore noto () = ¥, si caleola un’approssimazione y; di y(2). Quix
U M E R | C A a partire dal valore u, cosi determinato, si caleola un'approssimazione ys di y(z.),

cost via, fino ad ottenere un'approssimazione y, di y(z,) = ¥(%). Come vedremo,
modo in cui ciascuna delle approssimazioni ¥;, s, ... Y. viene calcolata, a partiss
D I EQ U AZI 0 N | dalla precedente, earatterizza ognuno del metodi che esporremo. In generale, se
trascura l'effetto degli errori di arrotondamento dei caleoli, tali approssimazic
migliorano al diminuire di A; se, per k0, si ha che y, = y(%), ciot se al tendere

del passo h |'approssimazione ¥, tende al valore esatto y(z), si dice che il metodo

DIFFERENZIALI

Metodo 2 I] pitt semphoe dei metodi numerici per la hmone delle equazioni differen
dT:iuloro -

1 In questo caﬁltolo ci occuperemo della risoluzione numerica di equazioni diffe-
renziali ordinarie del primo ordine soggette a date condizioni iniziali:

i complessi, che possono essere cons i
e meu_)do di Eulero.

fy' =flz; ¥ (6)) ‘

W{Zs) = v, ione differenziale

E noto che il problema espresso dalle (1) prende il nome di pmblema di Cauchy.

y'= -2y
Come si ricordera, il tesrema di Cauchy afferma che, se in una regione aperta D del con la condizione iniziale
piano cartesiano, contenente il punto (z; ), la funzione f{z; ¥) e Ia sua derivata y(0) =1,
parziale fy(x; ¥)sono continue, allora in un opportuno intorno di £, esiste un'«unican 5i chiede di déterminare un’approssimazione di y(1), essendo y(x) 1a funzione s
curva integrale di equazione y = y(z), soddifacente le (1). zione della (1) soddisfacente alla condizione (2) (*)
La nsoluzmne di tale problema con i metodi anslitici esposti nel capitolo 4 talvolta Suddividiamo Vintervalio [0; 1] in quattro parti, ciascuna di ampiezza
non & agevole, se non impossibile: in tali casi il ricorso ai metodi numerici risulta
utile, se non necessario. - 1=0
Si supponga di voler conoscere il valore y(¥) che la soluzione del problema di Cauchy T
(1) assume in corrispondenza di un determinato valore z.

I metodi che vogliamo esporre procedono in questo modo: V'intervallo (z; %) viene

Avremo zg={; @ =0,25; =05 o:3=075 o=l
suddiviso in 2 intervalli, ciascuno di ampiezza (*)

Cominciamo ad osservare che la condizione (2) equivale a richiedere che la

T — g integrale incognita passi per il punto del piano cartesiano di coordinate (0; 1).
hw -, Sostituendo nella (1) i valori £ = 0 e y = 1 delle coordinate di questo punto, si ottie
L ¥ =0, Cid significa che la curva integrale da determinare deve avere, in tale p
g Cap'iaciaste . tangente orizzontale (fig. 1).
La quantitd b verra anche detta passo d'integrazione. Gli estremi di tali intervalli nte orizzontale (fig. 1)

sono gli n+ 1 punti o
To; By=2gbhy Ta=Zp+ 28 .. Ep=Ep+ak=1.

(*) La soluzione esstta della (1) soddisfacents la condizione (2) & la funzione

2
y=e
Tabe goluzlone & potrebbe faciimente ottenere spplicando il metodo espasto nel ezp. 5 a propoelto de
vt ————— @ te, dell'intervallo (% %) Tuttavia, per o 3 lﬁdgﬂe{:\xnmavmaﬁh separabili, . P
sl dovrebbe correttamente, K i ovvlo che nel in casi come il ricorso & metodi 26080,
*) Ndm"'“h‘l’<’°al»!wowm%vmulsdinﬂnnmesenundmonmber&necesmia.‘ alsione tuttavia usli mmomwcdzg‘ufi:npowmm ’\eﬂooutmmomirlmluﬂ
meommneduuekr..mhakmmwd'mw-ﬂmwwﬂ ) Qodero etal 1990 @ quelll wpprossimatl it numerici
# 284



Dalle successioni
ai sistemi
amici discreti

Bergamini et al. 2020

CAPITOLO 3

SUCCESSIONI
E PROGRESSIONI

muli, sacchi...
Muli e somarelli
Leonardo Fibonacci nel suo Liber Abaci ipotizza che
un mulo possa trasportare sette sacchi e scrive:

«Sette vecchie vanno a Roma; ognuna ha sette muli,
ogni mulo ha sette sacchi, in ogni sacco ci sono sette
pani, ogni pane ha sette coltelli, ogni coltello sette
guaine. Si chiede la somma di tutti=.

Un problema analogo si pud costruire con mogli,
gatti, gattini....

In quanti andavano a Camogli?

=» La risposta a pag. 160

o Successioni numeriche

DEFINIZIONE
Una successione numerica & una funzione f: ¥ - R che associa a ogni nume
ro naturale # un numero reale a,:

a, = fin).
Una successione & costituita da un insieme ordinato e infinito di numeri, detti
termini:
ay, a4y, az; 4as, .., Qg

L’indice 0, 1, ... indica che il termine ag, a,, ... & il corrispondente del numero 0,
| PR

L’n-esimo termine a, della successione & detto termine generale.

> | ESEMPIO

La successione costituita da tutti i quadrati dei numeri naturali € una funzione
fche associa a ogni numero naturale il suo quadrato:

fin)=n%

ap=0 a,=1 a;=4 a3=9

TEORIA a

‘A

A numerical sequence

is a function £N - R that
associates with each natural
number n a real value

a,a, - f(n).

Scarica GUARDA!

e inquadrami per accedera
alle risorse digitali

del capitolo
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TEORIA

CAPITOLO 3 | SUCCESSIONI E PROGRESSIONI

» Completa la succes-

siona fino al decimo
terrmine:

1 5 | 5
o, i.l 5.2. 2

» Scrivi I'espressione
andlitica della succes-
Sione:

1,0, 3, 8, 15, 24, 35,

148

L’insieme immagine di questa successione ¢ I'insieme dei quadrati dei numeri
naturali.

P Rappresentazioni delle successioni  »eserciziap 162

Rappresentazione per elencazione

| numeri naturali sono infiniti; sarebbe dunque impossibile descrivere la succes
sione tramite tutte le assegnazioni. In alcuni casi & possibile rappresentare una
successione come una lista ordinata indicando i primi cingue o sei termini seguiti
dai puntini di sospensione.

» | ESEMPIO

0, 10, 20, 30, ... é&lasuccessionedeimultiplidil0.

Questa rappresentazione & consigliabile soltanto se, leggendo 1 primi termini, si
possono dedurre gli altri senza ambiguitd.

Rappresentazione mediante espressione analitica

E il modo pit comune di rappresentare una successione numerica e consiste nello
scrivere esplicitamente la relazione che lega l'indice n e il termine a ..

» | ESEMPIO
1. a,=2n+1, neM.
Scriviamo 1 primi termini della successione sostituendo alla lettera n,
nell'espressione 2n + 1, ivalori0, 1,2, 3, ...
Sihagy=1,a4=3,@2=5,a:=7, ...
Si vede facilmente che si tratta della successione dei numeri naturali dispari.
2. Consideriamo la seguente successione definita tramite espressione analitica:
ay = 2‘"—'1. ne M.
ERS
Sostitnendo a n i valori 0, 1, 2, 3, 4, ..., si ottengono i seguenti termini:
1 35 7 9
3" 47701201907
In questo caso non & facile capire quali sono i termini successivi, dunque
la rappresentazione per enumerazione pud essere inefficace.

B Casi e preferibile, comunque, rappresental
ne. Per esempio, la successione

0, 0,6, 0,66,

sione per elencazio

0,666, 0,6666,

non ha una rappresentazione mediante espressione analitica facile da ricavar®

Rappresentazione ricorsiva o per ricorsione

Tale rappresentazione consiste nel fornire il primo termine della successione g

una relazione che lega il termine generale a, a quello precedente a,_:
iy

a,= fla,_) sen>=0

Bergamini et al. 2020

Successioni numeriche | PARAGRAFO 1

» ] ESEMPID
a,=1
g =dy_1+2 sen>0

Ogni termine si ottiene dal precedente sommando 2. A partire dal primo
termine, si determinano quelli successivi:

aj=agt2=1+2=3,
dy=a +2=34+2=5,
ai—=az+2=542=7,

Osserviamo che abbiamo riottenuto la successione dei numeri dispa

A volte la rappresentazione ricorsiva & data fornendo i primi & termini
cessione e una relazione che lega il termine generale a,, ai k termini prg

Per esempio: A

E STORIA
* | conigli di Fibonacci
Nel Liber Abaci, pubbli-
cato mel 1202, Lecnardo
Fibonacci riporta questo
problema.

«=Ln tale mise una
coppia di conigli in un

ag=0, a;=1

=iyt 3 sen>1

@=atay=14+0=1, ay=ayta=14+1=12,
ag=azta,=2+1=3, as=a,+a;=3+2=5, .

(uesta successione & detta successione di Fibomacci.

luogo completamente
P Successioni monoténe Eserciziap.1g5 ~ Srcondatoda pareli, per
‘scoprire quants coppie
= 3, i
Una successione é: i conighi discendessero
) ) . . da questa in un anno:
® crescente se ogni termine ¢ maggiore del suo precedente, oss per natura ogni mese le
- M- coppie di conigli gene-
Ay < Apy, THE N rano un'alira coppia e
) . L COMINCIAano 8 procrears
* decrescente se ogni termine & minore del suo precedente, oss nel secondo mese dalla
nascita.»

g2 gy, e M;

# non decrescente (o crescente in senso lato) se: a, = dne1, ¥n
* non crescente (0 decrescente in senso lato) se: a, = a, 4, 1 4

* costante se ogni termine & uguale al suo precedente, ossia:
An= Gpy1, YHEM.
In generale, una successione per cui vale una di queste proprieta si dice

» ] ESEMPIO

1. Lasuccessionel, 3, 6,9, 12, ... & monotdna crescente.

il numero di conigli

mese dopo mesa?

8-

2. lasuccessione 20, 12,4, — 4, — 12, — 20, — 2§, ... ¢ monotdna decré

3. Lasuccessione0,0,1,2,2,3,4,4,5,6,6,7, ... ¢ monotona non decrescy

) 1 . .
4. La successione 1, ) --- £ MOonotona non cre

1 1 1 11 111
2'2'3'3'374"°'4°4"4
scente.

5. Lasuccessione5,5,5,5,5,5, ... &costante.
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PROBLEMI DI MATEMATICA E REALTA

\/ RISOLVIAMO UN PROBLEMA
Alcool e salute

11 tasso alcolemico si misura in grammi di alcool per litro di
sangue; un tasso alcolemico di 1 g/L. indica che in ogni litro
di sangue di un soggetto & presente 1 grammo di alcool
puro. Supponiamo che una persona abbia assunto una

quantita di alcool tale che il tasso alcolemico raggiunga il SUCCESSIONI E PROGRESSIONI

valore massimo di 1,6 g/L.. In media il fegato di una persona riesce a smaltire ogni ora una quantita di

alcool ingerito in modo tale che il tasso alcolemico si riduca del 30% ogni ora.

e Scriviamo la successione che descrive il tasso alcolemico del sangue ogni ora. I termini della successione sono in progressione geometrica di ragione g = 0,7. Possiamo
e Calcoliamo il valore del tasso alcolemico dopo 5 ore dal valore massimo. rivere, considerando che la successione parte da # = 0:

e Determiniamo graficamente dopo quanto tempo il tasso alcolemico si & ridotto a una quantita | 9o 07y - a,=L6(07).

trascurabile (non pitr di 0,1 g/L). no il tasso alcolemico dopo 5 ore.

' olare il tasso alcolemico dopo 5 ore dobbiamo sostituire nell’ espressione che abbiamo rica
© T'roviamo il termine generale della successione. : G-

" aacscrive il tasso alcolemico nel sangue al trascorrere delle ore
1 2 3.... il testo del problema ci diCPgg a, = 1,6 g/L. e che ogni termine della successione &
il 30% in meno del precedente, ovvero:

1,6-(0,7F = 0,27 g/L.

lamo una rappresentazione grafica.

> entiamo in uno stesso grafico la successione, come una funzione che ha come dominio i
naturali, e la retta ¥ = 0,1.

[

)

1185 2914

1,6 g/L 4

10t |
4
I '

-
Tassg EI|CD|EFI1H’.EI di [I 1 g.FL E * " = ; .
o 11:rra Eme 3u-re 4ure Sure Gore Jore Bore 9ore x
a Dal grafico vediamo che i termini della successione sono inferiori al valore 0,1 g/L. per n = 8, cioé
Bergqmlnl et al. 2020 il tasso alcolemico nel sangue é trascurabile dopo 8 ore.




Problem solving con la

. " Limitl di successionl e principio di iInduzione I Unita 3 Limitl di successioni e principlo di iInduzione I Unita 3
calcolatrice grafica i o

:::\l;: riga di inserimento, dove compare ulin)= = mm . "
Grafico del termini iniziali °rll  Problem solving con wl(n)=0.85 ul(n-1)+1200 (-'n'- 85 win- 1)+ 1200
di una successione calcolatrice Caslo La successione pub anche essere chiamata u,

come in figura; basta cancellare Vindice

. s Come termine iniziale scrivi 6000 e come
Attivita (con Texas Instruments) intervallo 0 % 11 £ 40.
In un lago la popolazione di una certa specie di pesci diminuisce ogni anno del 15% per Z::{"‘ Lo “’““"‘" W grafico del primi tarmini I w008 wln - 1)+120¢
ragioni legate alla pesca o alla morte naturale, Alla fine di ogni anno vengono introdotti nel N arior N s e (0. 6000 ?
| 1300 huovi sscnblari di pesch dl doelis soecie: ol.:‘ che il punto iniziale (0, 6 ) PUO essere roy
ago P pe q pec trascinato, osservando immediatamente 1 3
Se alla fine del 2013 (2 = 0) la popo- l‘.md.snu'\nm della popolazione al variare della { -+ .
lazione cra costituita da 6000 esem- popolazione intziale
plari, rappresenta ricorsivamente la Eventualmente usa il comando [menu] > Finestra/ | BT 10 T 10 EIRESIEEEE wi CLED
successione w, che fornisce il nu- (nmm > d/::lau.: zoom, oppure ingrandisci la .,
mero di i del pulw.ion inestra del grafico \ v as. o1500
““l:::”dn:::;_" :\h:P:no & '5 Dal grafico si vede che la popolazione cresce, ma a wia~1)e12
- . .“' s pe che nel giro di 20 anni circa tende a stabilizzarsi )
2013 ‘P"_" esempio, uy rappresenta la attorno aghi 8000 individul. Se n & molto grande p I cne
popolazione alla fine del 2014), si pud supporre quindi che uy, s u, = u, Si P
La popoluv.ionc cresce o decresce? E ottiene pertanto l'equazione:
come evolve a lungo andare? “h. O;HSI:I " ‘Z(i’o 2 X indiidkd al
SIS che risolta fornisce Il numero di individul cu Lt

4":': I:mini‘:clsl:'{:::cr:u::; D tende la popolazione, u= 8000 } + —N

Risolviamo il problema con la calcolatrice g
I modello che descrive landamento dells Mmlukmc
nel seguente modo:

Iy = 6000
08500, + 1200

A aonl 0 pescl K p -

sysione definita ricorsivamente

una tabella

Premi i tasti (&t | > (856 @ seleziona Agglungl
Foglio elettronico

Nella prima colonna Inseriscl gli anni da 0 a 40,
Nella casella B1 inserisci la popolazione iniziale —
(6000). Nella casella B2 inserisci la formula: e

=0.85'b1+1200 )

Copia verso il basso la formula fino a n= 40,

La situazione pud essere esplorata anche tramite I
L

Wy

Datl e Istruzioni da Inserire

Occorre creare un documento @ inserire una

.l..k\,;uno Foglio Eleftanico
D Agoung Dall & stntistche

GAggUNgG Notes
j’:Aowno Vermer DataQuest™

Gl —

@ seleziona Agglungl Graficl,

BiAgoung Widget

WA Esplora Il modello camblando il numero iniziale di pesci, per esemplo fissando una popola-

zione inkziale di 10000 pescl, Che cosa succede, o lungo andare, alla popolazione?

Ing 't deor di programm|

& 1 Azioni »
B 2: Vista »
" x W 1: Funsione
A: Fnestrafly 2 Relazione
L)
}

Premi quindi menu] & seleziona
Inserimento/modifica grafico > Successione

L% Teaccla 1 Model E quazione »
M6 Analizz o D & Parametrics
# 5 Polare

o 8 Gaomett b & Diagramma a dispersione

" 9 Impostal ¥ —

AY 4

Sasso e Zanone 2020



Mo

lli differenziali

R Approfondimento
Oscilazion! iBere,
smorzate, forzate.
La risonanza,

S Esercixi p. 730

Unita 10 Equazion! differenziall

PROBLEMA SYOLTO 2 # 1l paracadutista

Un moddlo per descrivere la caduta libera di un paracadutista, prima che apra il pa-
racadute, consiste nell’assumere che ‘ﬂ‘l sfa soggetto, oltre che al proprio peso, a una
forza dovuta alla resistenza dell'aria, che agisce in verso opposto alla forza peso e che
si suppone direttamente propordonale alla velocitd del paracadutista secondo una
costante k (misurata in kg/s). Assumendo questo modello, con una costante k= 7 kg/s,
¢ supponendo che {l paracadutista, di massa 70 kg, si lanci dallsereo con velocith ini

iale nulla, rispondere alle seguenti domande,

. Quale sard la velocith del paracadutista dopo 20 5?

b, Quale velocith limite potri raggiungere il paracadutista, prima di aprire il paracadute?

FAMILIARIZZIAMO CON IL PROBLEMA

Ci poniamo Fobicttivo di determinare una funzione v Wi) che esprima la velocita vit)
(in'm/s) del paracadutista all'istante f (misurando il tempo in secondi). Grazie s questa
funzione potremo rispondere alle domande poste dal problema.

COSTRUIAMO IL MODELLO DEL PROBLEMA
Assuminmo come sistema di riferimento un asse y, con verso orlentato verso il basso
Sul paracadutista agiscono la forza peso, myg, ¢ la forza di resistenza dovuta all'aria,
=kv; lun legge del moto di Newton fornisce l'equazione:

Osservando che a = v, possiamo riscrivere questa equazione

my' = mg = kv
E noto inoltre che la velocitd inizdale del paracadutista ¢ nulla, quindi che:
D) =0
1l modello del nostro problema ¢ dungue il problema di Cauchy:

[my’ = mg = kv
[v) =0

RISOLVIAMO L'EQUAZIONE DIFFERENZIALE
Lequazione differenziale my' = mg = kv Lincognita & ve w1
¢ lincare del primo ordine

cozione al fatto che qui la variabile indi

ariabile dipendente
i oppure secondo lo schema delle
equazioni lineari del primo ordine, riconoscendo che lequazione & del tipo:

Veallv=bl  conal) =~ '—t'- cbit)my

La formula che di I'integrale generale & v(r) = e [ =195(1) dt
essendo A(0) una primitiva di at). Svolgendo | caleoli s ottiene:
! 4

Vi) m s
Imponendo la condizione »(0) = 0 5i trova che deve essere ¢ = = -'ii& quindi

y b

V()= ALL(I -cn')
Tenendo conto, infine, dei dati del nostro problema, ossia m = 70 kg, k= 7 kg/s ¢ che
L= 98 mi, concludiamo che il modello dd nostro problema & la funzione:

1
Vi) m 98(1= ¢ 10°)

UTILIZZIAMO LA FUNZIONE OTTENUTA PER RISPONDERE ALLE DOMANDE DEL PROBLEMA
Per determinare la velocith del parscadutista dopo 20 s calcoliamo;
¥(20) = 98 (1 = ) 2 84,74

La velocith del paracadutista sard quindi di circa 85 m/s
Pokché la funzione vf) & strettamente crescente e il suo limite per = <o & 98, conclu

d-B,érga miﬁipéf“wouzﬂwuumm circa 98 mis.



Equazioni differenziall | CAPITOLO 30

MATEMATICA E NATURA

. Prede e predatori

In natura prede e predafort coesistono sempre in uno stesso amblent

Esiste un modells matematico che descrive questa situazione?

Il modello preda-predatore ¢ anche noto come modells Volterra-Lotka, perché i due matematici ¥ite Volterra
e Alfred . Lotka lo elaborarono contemporaneamente, ma senza saperge nulla Muno del lavoro dell’altro.

Il modello semplificato che consideriamo & un sistema di due equazioni differenziali che descrive la coesistenza
fra una specie di prede ¢ una di predatort, Con la letters msi indica Uistante considerato rispetio all'inizie dellin
dagine, espresso, per esempio, in mesi; x_ indica il numero delle prede all’istante n {per esempio, all'inizio del
meese i) @y quello dei predatori, Le variazioni del numero di prede e di predatori nel mese n dipendono sia da
caratteristiche proprie della specie presa in considerazione, sia dai rapporti con Ialtra specie, cioe dalla catena

alimentare;
Aps1 ™ Hp = ayx, - !:'I.l_rn —  HpEy
—_——
WArETIOm prade prada prade morte per
dalls presde  meanats mangiabe cawse naturali
J'Iu +17 J'Irl = i‘:ﬂ.}lﬂ - r':rn
— e \

wvarazione prediaton predaton mor per
dai pradaton meanal Gause naturali

aniti di pmpurzmnallla
pliamao esprimere la varcam
furzioni, quindi otteniamo le seguenti eq 0 i differenziali:

Axity+ Bx(t) yin),
conA=g—a;+1 > 0elf==b-<10;
¥ = Cypi+ Dxie) wit,
csDeld=d >0

X =

con=1-—

La -::nnlcmpnlanm pt’ﬁE“H.:":l di prede ori introduce termini non lineari rappn:qtnmi dal prodotto dei

: it il prodotto x0 et rappresepta Ja pogsibili hl. ﬁu tra preda e pre-
datore: per le prede si risolve in una diminuzione h |Inhﬁf' é one dei predatori

in aen avimento (0 2 0
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Programmare con Octave

Quando il modello numerico genera un algoritmo, quest'ultimo deve essere im

plementato in un programma attraverso un linguaggio di programmazione. T'ra i

tanti hnguagg| unhzmn noi ci concentreremo su Octave, perché da un lato & un
g pieefficace per il calcolo scientifico.

Octave, anche noto come GNU Octave®, & un software distribuito gratuitan
che si pué scaricare dal sito www.octave.org.

Dopo aver installato Octave sul proprio computer, ogni qualvolta
eramma si apre sul desktop un ambiente di lavoro come quellogs

e Mt iy 9rako Sute e

—— S bems e - o e 4 o0 inesh beu b4 St bus wapaste
oF U e inTem—ion e Tsmget Som B mosma. 1

el
-

COT T T S

AFigural LUambiente di lavoro di Octave.

11 desktop di lavoro é suddiviso in sottofinestre in cui & possibile eseguire comandi e
vedere 'output, gestire i file, visualizzare il contenuto delle variabili e della memoria
di lavoro.

La finestra principale é la finestra dei comandi (command window nella versione in
inglese), essa é caratterizzata dalla presenza del prompt:

>>

ed ¢ la finestra in cui si digitano i comandi e le istruzioni.

Vediamo come si lavora con Octave prendendo spunto da semplici problemi.

1. Programmare con Oclave

@ Operazioni aritmetiche e variabili

*Come abbiamo
detto nel capitolo 2,
una varigbile in un
algoritmo oinun
programma é di fatto
una scatola che pud
contenere quello che
noi di voita in volta vi
andiamo a riporre.

AR

format

Calcolo di un'espressione numerica

Calcolare il numero reale

345 — =

4.25(5+2')

Svolgimento. Digitando nella finestra dei comandi dopo il prompt >> la seguente
istruzione

a=(3+5"3-2/3)/(4.25*%(5+274))
e premendo il tasto enter, otteniamo il risultato

a =
1.4267

Octave ha calcolato il risultato dell'espressione e I’ha memorizzato nella variabile*
di nome a.

Nello scrivere I'espressione numerica abbiamo osservato le seguenti regole:

1. la virgola dei numeri decimali & sostituita dal punto;
2. le operazioni aritmetiche sono realizzate con i seguenti caratteri (o operatori):

potenza
* prodotto
/ divisione
+  somma

differenza

3. sono osservate le precedenze classiche dell’aritmetica: prima vengono svolte
le potenze, poi i prodotti e le divisioni nell'ordine in cui si trovano (da sinistra
a destra), infine le somme e le sottrazioni (sempre nell'ordine da sinistra a
destra);

4. per alterare le precedenze delle operazioni si utilizzano esclusivamente le pa
rentesi tonde.

Octave mostra il risultato calcolato con sole 4 cifre decimali (a destra del punto)
anche se in realta ha lavorato con un totale di 15 cifre. Per poter visualizzare tutte e
15 le cifre del numero, digitiamo il comando

format lon

Quarteroni e Gervasio 2019
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seguito dal tasto enter. Non otteniamo alcun output, ma in questo modo forziamo
d'ora in poi Octave a visualizzare tutti i risultati nel formato a 15 cifre, cosicché
digitando

a

sempre seguito da enter, otteniamo la risposta

a = 1.42670401493931

cioé Octave ci restituisce il valore che abbiamo calcolato durante lo svolgimento del
problema 1 e che avevamo memorizzato nella variabile a.
Per tornare a visualizzare i numeri nel formato con 4 cifre decimali basta digitare

format short

OS5ERVA

D’ora in poi sottointendiamo che alla fine di ogni comando venga sempre
premuto il tasto enter.

I nomi delle variabili in Octave sono stringhe alfanumeriche lunghe al pin 63
caratteri, il primo dei quali non pud essere un numero.

All'interno di un nome di variabile sono ammessi alcuni caratteri speciali, come
per esempio 'underscore _, ma non sono ammessi gli spazi, i segni operazionali
e le parole chiave del linguaggio, come for, end, if, while...

Octave & case sensitive, ovvero maiuscole e minuscole sono considerate di-
versamente, quindi, per esempio, a € A sono due variabili diverse e possono
contenere numeri diversi.

Se nel calcolare il risultato di un’operazione o nell’assegnare un valore a una varia
bile non fossimo interessati a visualizzare immediatamente il risultato o il valore,
possiamo concludere istruzione con un ; (punto e virgola). Per esempio,

Fistruzione
b=3.42/72;

non produce alcuna risposta, ma comungue Octave ha eseguito 'operazione e ha
salvato il risultato nella variabile b.

Per visualizzare in seguito il contenuto di b (ciog il numero che abbiamo salvato
nella variabile b) bastera digitare

b & menza punto e wvirgola
e Octave risponderi:
b = 0.047500

Tutto cid che segue il comando ¥ (entro il termine della riga) & considerato da Octave
come commento € quindi non & interpretato come comando.

Quarteroni
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Osserviamo che, se svolgiamo un’operazione senza assegnarla a una variabile, Octave
memorizza il risultato dell’'operazione in una variabile di default di nome ans, per
esempio listruzione

3.42/72
produce

ans = 0.04T7500

1l contenuto della variabile ans viene modificato non appena svolgiamo un‘altra
operazione senza memorizzarne il risultato in una variabile specificata, quindi se
ora digitiamo

2/3.56
Octave produce

anz = 0.56180

cioé Qg a memorizzato il

[—2, 8].

Svolgimento. Digitiamo le seguenti istruzioni Octave nella finestra dei comandi
(voi potete evitare di scrivere i commenti):

f=@(x)1-x/2; % definiamo la funzione f
g=0(x)sqrt(2*x+5)-2; % definiamo la funzione g
figure(l); % ascegliamo la finestra grafica numera 1
4 per disegnare
clf % puliamo la finestra grafica (ge 1°abbiamo
4 prilizzatas prima dfora)
fplot(f,[-2,6],'r-') & disegniamo la funzione f sull’intervallo
i [-2,6] nel colore red e in linea continua
hold omn § manteniamo il grafico appena
i disegnato e disegniamo insieme il successivo
fplot(g,[-2,6],'b--") % disegniamo la funzione g sull”intervallo
¥ -2, 6] nel colore blu & in linea tratteggiata
xlabel('x"') % assegniamo 1‘etichetta "x* all’asse
i delle ascisse
ylabel('y") % asszegniamc 1'etichetta 'y* all'asse
i delle ordinate

e Gervasio 2019
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legend("f(x)=1-x/2','g{(x)=8qrt{2x+5)-2') § riportiamo la
$ con la descrizione delle funzioni disegnate

axris equal & chisediamo di grafice con la
$ stessa unitd di

legenda

vigualizzare il
in x e y
i disegniamo una griglia aul grafico

misura
grid om

Il risultato grafico che otteniamo & rappresentato in figura 2.

— ] =1 -x/7
3t I~ = gix) = sqrt{2e + 5] - 2 |4

2t
-2 o

A Figura? L'output grafico del problema 2.

Ora vi spieghiamo la sintassi dei comandi utilizzati, afiinché li possiate utilizzare in
altri contesti.

f=@(x)... La sintassi per definire una funzione matematica f &

f=@(x)ezpressione

dove x & la variabile indipendente su cui agisce la funzione, mentre espressione é
I'espressione matematica della funzione, come per esempiol-x/2 0 sqrt (2+x+5) -2,
f & nuovo tipo di variabile di Octave, detto function handle.

Nel definire il function handle g abbiamo utilizzato la funzione matematica sqrt
che realizza la radice quadrata (da square root in inglese).

Se invece volessimo definire la funzione h(x)

sqrt

exp ¢, dovremmo digitare il comando
h=@{x)expix)

MNella tabella 1 riportiamo una lista delle pilt comuni funzioni matematiche e dei
relativi nomi in Octave.

funzioni matematiche comandi Dctave

V' aqrt (x)

I« aba(x)

sin(x), cos(x), tan(x) sin(x), coa(z), tan(x)
€. log_(x).log,,(x) expiz), leg(z), logld(x)
arcsin(x). arccos(x), arctan(x) asin(z), aces(x), atan(x)

arrotondamento di x round(x), cs: round (3.6)=4

parte intera di x fix(x), es:fix(3.6)=3

i Tabella1 Le principali funzioni matematiche e i corrispondenti nomi in Octave.

fplot

help

xlabal

ylabal

*Una stringa & una
sequenza di caratteri
alfanumerici
racchiusa
tra due apici.

| vettori e le matrici

1. Programmare con Dctave

Il comando fplot permette di disegnare una funzione matematica. Con l'istruzione
fplot{fun, [a,bl)

disegniamo la funzione fun sull'intervallo [a, b|. Nella parentesi tonda possiamo ag
giungere ulteriori parametri, tutti rigorosamente separati da virgole, per specificare
il colore o il tipo di linea da utilizzare nel disegno.

Per esempio con listruzione

fplot{fun,[-2,6],"'z-")

disegniamo la funzione con una linea continua rossa, mentre con l'istruzione

fplot{fun,[-2,6],'b——"};

disegniamo la funzione con una linea tratteggiata blu.
Per conoscere nel dettaglio tutte le opzioni di chiamata di un comando di Octave,
basta invocare il comando help. Per esempio, digitando

help fplot

possiamo apprendere tutte le specifiche del comando fplot.
Conicomandixlabel ('xxx') eylabel ('yyy') aggiungiamo la descrizione de
gli assi, precisamente attribuiamo la stringa™ 'xocx' all'asse delle ascisse e 'yyy!
all'asse delle ordinate.

Infine il comando legend('testol’,
e U cHe e

stringhe elencate all'interno del comand
lo stesso ordine che si & seguito per rappresentare

"testo2', ...'teston') permette di
na stringa per ogni funzione disegnata. Le
0 g devono essere inserite secondo

icpondenti funzioni.

Se indichiamo con n e m due numeri interi positivi, una matrig
colonne & una tabella di # % m numeri reali @ con i 1, .

A con n righe e m
n, j=1,...,m,

ciog

\‘ gy Any

(rimandiamo al paragrafo 2 del capitolo 2 per la definizione di matrici e vettori).

In maniera compatta scriviamo anche A (a5). Se m # m la matrice si dice
rettangolare, mentre se n — m la matrice si dice guadrata di dimensione n.

Una matrice con una sola colonna & detta vettore colonina, mentre una matrice con
una sola riga viene detta veflore riga (rimandiamo ancora al capitolo 2).

In O'ctave, matrici e vettori vengono chiamati pin genericamente array.

Quarteroni e Gervasio 2019
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A(2,:)

AC:,3)

Per leggere e stampare a video la seconda riga di A (cioé gli elementi che apparten
gono alla riga 2 e a ciascuna colonna), il comando da digitare é:

A(2,:)
Octave risponde:
ang =

11 1

Infine per stampare a video la terza colonna di A (cioé gli elementi che appartengono
alla colonna 3 e a ciascuna riga), il comando da digitare é:

A(:,3)

La risposta é:

ang =
2.5000
1.0000
1.0000

Per leggere gli elementi di un array abbiamo osservato le seguenti regole:

1. per leggere il contenuto di una componente dell’array e stamparla a video si
utilizzano le parentesi tonde;

. perleggere il contenuto dj

utilizzano le parentesi tonde, il carattere : (due punti) al posto dellind
riga e l'indice di colonna specificato.
Operazioni con le matrici
Sulle matrici possiamo definire alcune operazioni elementari.

1. Se A = (a;) & una matrice n % m, allora AT = (a;) & la matrice trasposta di
A, essa & ottenuta scambiando fra loro gli elementi a; e a;; ed & una matrice
m x n. Per esempio, se

ovvero I'apice ' realizza I'operazione di trasposizione.

Quarteroni e Gervasio 2019
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2. Se A = (az) e B = (b;) sono due matrici n % m, allora la somma di A con

B & la matrice T i cui elementi sono ¢; — a; + by (sommo gli elementi delle

due matrici che si trovano nella medesima posizione); per esempio, se

allora

C—A+8B 1 3

Le istruzioni Octave per realizzare questa somma sono:

A=[2, 4; -1, 0; 2, -3]1;
E=[1, -2; 5, 3; -1, 4];
C=A+B

3. 1l prodotte di una matrice A per un numero reale A & la matrice B Ad i
cui elementi sono by — lay (ogni elemento di A & moltiplicato per 1); per

esempio, se
3 1
A e 1=2
-2 4
allora
6 2
B=AA
—4 &8

Le istruzioni Octave per realizzare questo prodotto sono:

A=[3, 1; -2, 4];
lambda=2;
E=lambda*h

4. 11 prodotto fra una matrice quadrata A (di n righe ¢ n colonne) e un vettore
colonna X (di n elementi) & un vettore colonna ¢ di n elementi cosi definiti (si
veda il paragrafo 2 del capitolo 2):

g = dpx) T dpxy ..+l perognii — 1, ...,n.

&1
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disp

fprintf

disegna semplicemente una curva verde (g=green) in linea continua. Per una de
scrizione dettagliata di tutte le opzioni possibili, rimandiamo all’help del comando
plot.

Osserviamo che quando i punti utilizzati sono molti (101 nel nostro caso), la spez
zata disegnata dal comando plet appare molto regolare e fornisce una buona ap
prossimazione del grafico della funzione.

Provate per esempio a rieseguire il problema 6 con 9 punti anziché 101, vedre
te che il grafico che si ottiene & una spezzata che non & il grafico della funzione
flx) = ' — 35 — 2 + 4x + 1. Per disegnare il grafico di una funzione in maniera
accurata & sempre bene utilizzare un numero elevato di punti.

Il comando plot & alternativo al comando fplot visto in precedenza. La differenza
sostanziale tra i due comandi consiste nel fatto che con il comando plot scegliamo
noi i punti in cui valutare f (cioé i vertici della spezzata), mentre con il comando
fplot la scelta é fatta in maniera automatica da Qctave.

Le istruzioni di stampa

Per stampare a video delle scritte (cioe delle stringhe di caratteri alfanumerici) e i
risultati delle operazioni, possiamo usare i comandi disp e fprintf.

Il comando disp ci permette di stampare a video solo stringhe di caratteri. Per
esempio, I'istruzione

disp('Hey there, I''m using Octave')

produce a video

Hey there, I'm using Octave

Tutto cid che vogliamo che sia stampato a video deve essere racchiuso tra due apici,
che a loro volta devono essere compresi tra due parentesi tonde.

Facciamo notare la presenza del doppio apice in I"' 'm: ogni volta che vogliamo che
sia stampato un apice, dobbiamo digitarlo due volte, altrimenti Octave interpreta
I'unico apice che scriviamo come fine della stringa da stampare a video.

Il comando fprintf permette di stampare a video strighe di caratteri e variabili su
una stessa riga, utilizzando dei formati particolari. Per esempio, le istruzioni

n=3; A=[2, =qrt(2), pil;

fprintf('La componente %d di A contieme il walere %f \n', mn, A(n))

producono la stampa
La componente 3 di A comtieme il waleore 3.141593

Il comando fprintf esegue la stampa a video della stringa contenuta tra gli apici,
in cui: il formato ¥%d & sostituito dal contenuto della variabile n che abbiamo scritto
dopo la stringa, mentre il formato %f & sostituito dal contenuto della variabile & (n)
che abbiamo scritto di seguito a n.

Durante la fase di stampa, ogni carattere di formato (cioé %d e %f nel nostro esem

pio) viene sostituito dal contenuto di una variabile. Alla stringa quindi dovremo
fare seguire tante variabili quanti sono i caratteri di formato che abbiamo inserito
nella stringa stessa (nel nostro esempio sono due). Le variabili verranno associate
ai formati seguendo 'ordine con cui vengono scritte.

Quarteroni
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1 formati utilizzati da Octave per le stampe a video sono riportati nella tabella 2.
Gli ultimi due caratteri ‘\n in fon

do alla stringa contenuta nel comando tipo di variabile formato
fprintf indicano a Octave che la linea e % d

di stampa & terminata e quindi impon
gono a Octave d’andare a capo per la
stampa successiva.

Nello specificare un formato si pud an
che stabilire il numero di caratteri da
utilizzare per stampare una certa varia ATabella? | formati di Drtave per le stampe
bile. Per esempio, riferendoci all'istru-  video.

zione di stampa precedente, se vogliamo dedicare alla stampa di A(n) 16 caratteri
in tutto, di cui 14 per la parte decimale, possiamo utilizzare il formato %16. 14f
invece di %f. Le istruzioni

reale (formato fisso) % £
reale (formato esponenziale) % e

stringa di caratteri % a

n=3; A=[2, aqrt(2), pil;
fprintf('La componente %d di A contiene il valere %16.14f \n',

n, A(n))

producono la stampa

La componente 3 di A contieme il waleore 3.14159265358979

Lo script: come la lista della spesa

Uno script & un file che ha estensione .m e contiene una o pit istruzioni .
Uno script é un po’ come la lista della spesa su cui scriviamo tutto gig dobbiamo
L. [nvece di scrivere le istruzioni una alla volig o cstra dei comandi
{cioé inve utte all'interno di un file (lo
script) e poi mandiamo in esecuzione lo script con un solo comando (cioé facciamo
un’unica spesa).

Vediamo quali sono i passi da seguire per scrivere ed eseguire uno script.

1. Selezioniamo la voce “File” sul pannello di Octave e quindi "Nuovo script”,
veniamo spostati sulla finestra di Editor in cui non compare il prompt >>).

2. All'interno di questa finestra di editor scriviamo le istruzioni Octave, per esem
pio per disegnare le funzioni fix) — x* e g(x) — x* sullintervallo [—1.5, 1.5
digitiamo:

f=@(x)x."2; g=0(x)x."3;

x=linapace(-1.5, 1.5, 200); yf=fix); yg=g(x);
figure(1); clf

plot(x, yf); held om; plot(x, yg);
xlabel("x'); ylabel('y');

e Gervasio 2019
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function [ypml=disegna f(f, a, b)
disegna_f: disegna wuna funzione sull’intervalle [a,
e calcola f nel punto medio di f[a, b]

] bl
]

% Istruzione di (ypm]=-disegna_f{f, a, b]

]

]

%

il wvalore di
chiamata:
Input: f = function handle della funzione da disegnare

a = egtremo sinistro dell’interwvallo

b = estremo destro dell’intervallo

% Cutput: ypm = wvalore di f nel punto medio dell®intervallo
x=linspacef{a, b, 500); & generiamo un vettore di
y=f(x); % wvalutiamo le ordinate
figure(1); clf % la finestra grafica e la puliamo
ploti{x, y} & disegniamo la funzione
xlabel('x"'); ylabel('y=£f(x)')} % definiamoc le label per gli assi
zpe={a+b)/2; il punto medico dell’intervallo

ypu=f (xpm) ;

500 ascisse

selezioniamo

% calcoliamo

& valutiamo f nel punto medio

Quindi salviamo la function con nome disegna_f (esattamente quello che abbia

mao scritto nella prima riga della function) e torniamo alla finestra dei comandi di
Octave.

Prima di eseguire la function disegna_f dobbiamo definire le variabili di input: £,
a eb. Per esempio fissiamo

f=@(x)x. " 3-2sx+1;
b=1.5; & definiamo gli

$§ definiamo un function handle a nostro piacere
dell’intervallo

a=-1; estremi
A questo punto esegniamo la function digitando il comando
[ypm]l=dizegna f(f, a, b)

Dopo I'esecuzione della function, verra stampato a video il valore
ypm = 0.51562

€ verri generata una finestra grafica con il grafico della funzione flx) — x* —2x+1,

come quello riportato in figura 4.

25

15

¥ou i

0.5

-0.5 i "

0.5 1 15

i Figurad4 Il grafico prodotto dalla function disegna 1.

1. Programmare con Oclave

Se ora digitiamao:
help disegna f
Octave risponde:

% digegna f: disegna una fumnzione sullfintervallo [a, b]

% & caleonla il valore di f nel punto medie di [a, bj]

% latruzione di chiamata: [ypm] = disegna_ fi(f, a, b)

% Input: f = function handle della funzione da disegnare
E a = estremo sinistro dell”intervallo

E b = eatremo destro dellfintervallo
¥ output: ypm = valore di f nel punto medio dell’intervallo

ovvero stampa a video tutto cid che abbiamo scritto nelle righe commentate all’ini
zio della function; questo viene visualizzato nella finestra dei comandi e funzio
na come help del comando stesso. La nostra function é diventata un comando di
Octave.

Se ora volessimo utilizzare la function per disegnare un‘altra funzione, non serve
maodificare la function, ma basta ridefinire il function handle £ prima di richiamare
la function disegna_f£. Per esempio, per disegnare la funzione f{x) X —5x
nell'intervallo [—{I.S, l_'I-'S] e calcolare il valore di fnel punto medio dell'intervallo
basta digitare i comandi

f=@{(x)x. 3-5%x; a=-0.5; b=1.75; [ypml=disegna f(f, a, b)

Le variabili utilizzate all'interno della function che non sono passate come variabili
di output (come x e y) vengono perse non appena la function ha terminato la sua
esecuzione.

"esecuzione della function possono essere re
erenziate (cioé utilizzate) all'interno ion solo se esse vengono passate
nella lista delle variabili di input.

® Costrutti fondamentali

» llciclo for

*Le parole chizve del
linguzgaio non
POSS0MN0 ESSETE

a vediamo come
1 reali (per esempio

Abbiamo introdotto i cicli for nel paragrafo 2 del capitolo 2
realizzarli in Octave. Consideriamo un vettore riga v di
v=[1, 2, 31). La struttura di un ciclo for &:

digitare il comando
iskeyword{name).
Es=zo restituisce il
walore 1(=vern) se la
parola name & una
parola chiave di
Octave.

end

Le parole for e end sono parole chiave (dette anche keyword) del linguaggio Octave™®
e servono per aprire e chiudere il cicle for. 11 ciclo for ripete le istruzioni scritte al
suo interno per tutti i valori dell'indice k contenuti nel vettore riga v.
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3. Facciamo i conti con il computer

Ora che abbiamo introdotto i cicli for, vediamo come generare un vettore vioto e
v=[ 1 accodare iterativamente a esso nuovi elementi. Con le istruzioni:

w=[ 1: % inizializzo il wvettore v vooto
w=[ 1; % inizializzo il vettore w vuoto
for k=1:5

v=[v, 1/k];

w=[w; -kl;

end

generiamo un vettore v riga (abbiamo utilizzato la virgola per accodare i nuovi ele

menti) che contiene i reciproci dei primi cinque numeri interi positivi e un vettore w
colonna (abbiamo utilizzato il punto e virgola per accodare i nuovi elementi, quin

di gli elementi sono disposti in maniera logica su righe diverse, cioé in colonna)
che contiene gli opposti dei primi cinque numeri interi positivi. Alla fine del ciclo i
VErtori somo:

v

1.00000 ©0.50000 0.33333 0.25000 O.20000

1 blocchi di selezione

I costrutti Octave pid semplici per operare delle scelte sono 1 seguenti.

1. Condizione senza alternativa

if <condizione>
Zigtruzioniz

o> b prra, allora vengono svol
uzioni>. Per esempio, le istruzio
ni per realizzare il controllo: “se la variabile n esiste (cioé é gia stata inizializ

zata), allora ne raddoppiamo il confenuto”, sono

te le is

if exist{'m")
n=n#2
end

exist dove il comando exist("n"') restituisce valore logico vero se la variabile n
esiste (cioé & stata gia inizializzata a un valore numerico) e valore logico falso
altrimenti. Se digitiamo
n=3;
if exist{'n'), n=n*Z, end

1. Programmare con Oclave

Octave rispondera n=6, mentre se digitiamo

clear n
if exist('m'), n=n*2?, end

Octave riproporra il prompt senza scrivere alcunché (ricordiamo che Octave
ci permette di scrivere pitl istruzioni sulla stessa riga di comando);

2. Condizione con una alternativa

if <condiziomne>
<igtruziomi 1>
aelae
<istruziomi 2>
end

se la condizione espressa in <condizione> é soddisfatta, allora vengono svol
te le istruzioni contenute nel blocco <istruzioni 1>; altrimenti vengo
no svolte le istruzioni contenute nel blocco <istruzieni 2>, Per esem
pio, le istruzioni per realizzare il controllo: “se la variabile n esiste, allora ne
raddoppiamoe il contenuto; altrimenti le assegniamo il valore 17, sono
if exiat('m')

n=n#%2;
elae

n=1;
end

3. Condizione con pitl alternative
if <condizione 1%
<iztruziomi 1>
elzeif <condiziome 2%
<istruziomi 2>
elzeif <comndiziome 3>
<istruziomi 3>

elsa

<istruziomi mn>

end

se la condizione espressa in <condizione 1> & soddisfatta, allora vengono
svolte le istruzioni contenute nel blocco <istruzioni 1; altrimenti, se la
condizione espressa in <condizione 2> & soddisfatta, allora vengono svolte
le istruzioni contenute nel blocco <istruzioni 2>, evia via fino ad arrivare
all'nltima alternativa espressa da else. Faremo un esempio per questo tipo di
condizione dopo aver introdotto gli operatori relazionali.

Anche if, else e elseif sono parole chiave di Octave.

Gli operatori relazionali

Una condizione deve sempre restituire un valore logico vero o falso. In Octave i
valori logici vero e falso sono rappresentati, rispettivamente, dai valori numerici 1
el.
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Valutare I'efficacia didattica del modulo (1)

= Per accertare le idee pre-istruzione degli studenti riguardo le differenze
sostanziali tra fenomeni naturali deterministici, fenomeni naturali casuali e
fenomeni naturali caotici potrebbe essere utile somministrare un test in
ingresso in cui indagare:

» |e idee degli studenti in relazione ad espressioni quali “evoluzione
temporale di un fenomeno” e sulla differenza tra un evento prevedibile e
uno imprevedibile:

» Cosa vuol dire studiare e/o conoscere I'evoluzione temporale di un
fenomeno? Spiega riportando anche degli esempi concreti. Cosa e necessario
conoscere per poter prevedere I'evoluzione temporale di un fenomeno?
Spiega...

= come gli studenti intendano espressioni quali “un fenomeno e regolato da
leggi deterministiche o da leggi casuali”:

= Cosa vuol dire che un evento fisico e regolato da leggi deterministiche e cosa
che e regolato da leggi casuali? Fai esempi concreti.



Valutare I'efficacia didattica del modulo (2)

= Sulla rappresentazione che hanno gli studenti di sollecitazione lineare e no alla
luce dei sistemi dinamici studiati nei loro percorsi di studio:

= Quando diciamo che un corpo e soggetto ad una sollecitazione lineare e quando
no? Spiegalo riportando anche esempi studiati.

» Sulle idee pre-istruzione degli studenti riguardo le differenze tra evento casuale
e caotico richiedendo loro diriportare esempi tratti dalla vita quotidiana:

= Pensi che i termini casuale e caotico abbiano un significato simile o no? Sapresti
trovare analogie e differenze tra i due termini magari attraverso esempi concreti?

= Favorire un monitoraggio intermedio della sequenza di apprendimento

= Proporre anche un test d'uscita per delineare le abilita acquisite
nell’interpretazione dei fenomeni caotici.




Conclusioni

= Si vuole porre I'attenzione sul significato dell’attributo “caotico” nelle
scienze.

= Se da un lato sembra che il caos deterministico imponga delle limitazioni al
valore predittivo della scienza, dall’altro rappresenta un’area di frontiera
verso nuove possibilita di conoscenza e verso una sempre piu chiara
concezione di scienza stessq, intesa come continuo e diretto confronto con
la realta che ci circonda.

Si vuole inolire sottolineare il ruolo centrale ricoperto dall’vtilizzo delle
simulazioni/modellizzazioni nelle diverse fasi del percorso come strumento
per favorire I'apprendimento dei sistemi dinamici non lineari.

L'uso delle simulazioni/implementazioni permette agli studenti di
comprendere come la finalita della fisica/matematica sia (anche) quella
di costruire modelli che, pur distinti dalla realta, hanno la funzione di
rappresentarla e spiegaria.



Sviluppi futuri

= Nella futura progettazione e realizzazione del percorso sarebbe opportuno
predisporre situazioni nelle quali l'apprendimento dei contenuti
possa avvenire attraverso due tipi di interazione: con artefaiti che
diventano strumenti d’indagine scientifica e con il gruppo sociale di
riferimento, formato dalla classe e dal docente.

Al fine di favorire negli studenti l'interpretazione dei fenomeni caotici, si
potrebbe scegliere di presentare, all’'inizio del percorso, fenomeni fisici
deterministici che opportunamente modificati possono manifestare un
comportamento caotico.

Riteniamo che un simile approccio permetta di volta in volta di porre in
evidenza un parallelismo tra fenomeno non caotico e fenomeno caotico,
effettuando confronti e ricavando analogie e differenze.

A integrazione del percorso si potrebbe inolire trattare aspetti relativi alla
connessione fra “caso” e “caos” per evidenziare come nel caos
deterministico il caso intervenga solo nella determinazione delle condizioni
iniziali



Alcuni riferimenti bibliografici

= Brown, A. L. (1992) Design experiments: Theoretical and
methodological challenges in creating complex interventions in
classroom settings. The Journal of the Learning Sciences, 2(2): 141-
178

» Casati, G. (1991) Il caos. Le leggi del disordine Le scienze Editore.
Strumenti e proposte per la didattica, Le Monnier, Firenze.

Hammer, D. (2000) Student resources for learning physics. American
Journal of Physics, 68(S1), 552-559.

Komorek, M., Duit, R. (2004) The teaching experiment as a powerful
method to develop and evaluate teaching and learning sequences
in the domain of non-linear systems. International Journal of Science
Education, 26(5), 619-634




Alcuni riferimenti bibliografici: testi scolastici

= Bergamini M., Barozzi G. e Trifone A. (2020) Manuale di matematica
— blu PLUS voll. A, B e C. Zanichelli.

= Bergamini M., Barozzi G. e Trifone A. (2023) Matematica.blu, voll. 1 e
2. Zanichelli.

= Dodero N., Baroncini P. e Manfredi R. (1990) Elementi di
Matematica, voll. 3, 4 e 5. Ghisetti e Corvi editori.

araschini W. e Palma M. (2000) Format, SPE, la formazione
matematica del triennio, voll. 1, 2 e 3. Paravia.

Quarteroni A. e Gervasio P. (2019) I delfini delle Eolie, i battiti del
cuore, i motori di ricerca. Zanichelli.

Sasso L. e Zanone C. (2020) Colori della Matematica BLU, voll. 3, 4 e
5. Petrini - DeA Scuola.




Universita di Udine &
SIS A. Malignani di Udine

ysDimitri e Paolo
chiara.milan@malignani.ud. it

dimitri.breda@uniud. it
paolo.giangrandi@malignani.ud.it




	Diapositiva 1: Dalla farfalla ai modelli matematici
	Diapositiva 2: INTERVENTO – LINEE DI RIFLESSIONE
	Diapositiva 3: Alcune domande di ricerca alla base della progettazione del percorso: 
	Diapositiva 4: Scopi della progettazione
	Diapositiva 5: La didattica dei modelli matematici (1)
	Diapositiva 6: La didattica dei modelli matematici (2)
	Diapositiva 7: La didattica dei modelli matematici (3)
	Diapositiva 8: Modelli matematici e modelli computazionali
	Diapositiva 9: Perché parlare di sistemi caotici (1)
	Diapositiva 10: Perché parlare di sistemi caotici (2)
	Diapositiva 11: Perché parlare di sistemi caotici (3)
	Diapositiva 12: Perché parlare di sistemi caotici (4)
	Diapositiva 13: Risultati attesi da parte degli studenti (1)
	Diapositiva 14: Risultati attesi da parte degli studenti (2)
	Diapositiva 15: Risultati attesi dagli studenti (3)
	Diapositiva 16: Come affrontare il percorso sull’attrattore di Lorenz nella proposta qui presentata?
	Diapositiva 17: Prerequisiti matematici
	Diapositiva 18
	Diapositiva 19
	Diapositiva 20
	Diapositiva 21: Dai sistemi lineari alle matrici
	Diapositiva 22
	Diapositiva 23
	Diapositiva 24
	Diapositiva 25: Le matrici nelle trasformazioni geometriche
	Diapositiva 26: Dalle affinità agli autovalori
	Diapositiva 27
	Diapositiva 28: Numeri complessi
	Diapositiva 29
	Diapositiva 30
	Diapositiva 31: Equazioni differenziali
	Diapositiva 32
	Diapositiva 33: Dalle successioni ai sistemi dinamici discreti
	Diapositiva 34
	Diapositiva 35
	Diapositiva 36
	Diapositiva 37: Modelli differenziali
	Diapositiva 38
	Diapositiva 39: Prerequisiti Informatici
	Diapositiva 40
	Diapositiva 41
	Diapositiva 42
	Diapositiva 43
	Diapositiva 44
	Diapositiva 45
	Diapositiva 46
	Diapositiva 47: Valutare l’efficacia didattica del modulo (1)
	Diapositiva 48: Valutare l’efficacia didattica del modulo (2)
	Diapositiva 49: Conclusioni
	Diapositiva 50: Sviluppi futuri
	Diapositiva 51: Alcuni riferimenti bibliografici
	Diapositiva 52: Alcuni riferimenti bibliografici: testi scolastici
	Diapositiva 53

